Prédiction génomique en grande dimension :
densité de marqueurs nécessaire pour une
prédiction fiable en sélection génomique

Charles-Elie Rabier, Simona Grusea

Institut Montpelliérain Alexander Grothendieck
Key Initiative MUSE Data & Life Sciences
Institut de Mathématiques de Toulouse
Institut National des Sciences Appliquées de Toulouse

S ;;
\ 5
INSA  E

TOULOUSE
€Ty, o

SJn()W

lﬂlll ,’ s
"ﬁ:’;f»@




Sélection génomique = statistique en grande

+

dimension + apprentissage
/

=

T..
MRS = 1+ £ (M, 6) + £ < [vodel]

g
é | Estimation
method
Test S =
popuiation IR QRAGHI I ey
(selection \r g‘

candidates)




Densité de marqueurs requise

pour une bonne prédiction

@ mais (Zhang et al, Heredity 2015)

° nécessaires pour un
° nécessaires pour un
@ ray-grass (notre étude, Plos One 2016) : densité

pour couvrir le génome entier (2.7 Gb)
@ café (Ferrao et al, Heredity 2018) : prédictions basées sur

@ aquaculture (Kriaridou et al, Frontiers in Genetics 2020) : prédictions
basées sur



Modeles statistiques

Modele causal* (Q vrais régresseurs)

Echantillon d’apprentissage de taille n,
0* vecteur d’effets, M* matrice de mesures,

Y=M*0" +e
ouY = (Yi,..., Ya), 0% = (67,...,05), e ~ N(O, o2l)

Modele Bayésien de prédiction (K régresseurs, ou K >> n)
0 vecteur d’effets, M matrice de mesures

Y= M6+ ¢

ot Y=Y, Yn), 0=(01,....0¢) ~ N(0,05lk) , & ~ N(O,0%,), &1l 0k



Echantillon de validation + critere d’accuracy

@ Soit un

N 2
Yiew = Mhey 0" + €ne  OU Enew ~ N(0, o)
et m;., vecteur de mesures de l'individu new

@ Prédiction de la variable continue Yiew
View = Mhe0 = MieeM' (MM’ + X1) ™' Y
= Mo (MM +XI) " MY
= Critere d’accuracy (i.e. précision de la prédiction)
Cov ( Foews Yoon)
p= =
\/ Var (Ynew) Var ( Yaew)

Composante essentielle dans I'équation du sélectionneur
(cf. Lynch and Walsh, 1998)

avec My, et my., aléatoires, M fixe



A propos de l'aléatoire dans notre analyse

Echantillon d’apprentissage :
@ l'analyse est conditionnelle a M et M*
@ le vecteur Y = (Y1, ..., Yn) reste aléatoire car le bruit e est aléatoire
@ =M (MM + Xl,)"" Y est aléatoire

Echantillon de validation :
Q@ Myew, M, €t Yiew sont aléatoires



Situation oracle



A propos de I'accuracy dans le cadre de la Ridge

Le prédicteur s'écrit View = Moy, (M'M + X) ™" MY

On introduit les notations suivantes :
2
A= 0" B (i) WV 0 A= 0% |ty )
As = 0" M*' V" MVar (M) MV IM*0* | Ay := 0*'Var (m,) 0" + o5.

Pour la Ridge, on a

A
(A2 +A3)1/2 (A4)1/2 :

p = Cor (Vnew, Ynew) -

On a aussi .
E{(View = M0 } = Ae + Ao+ A — 241 .



lllustration sur données simulées en génomique

@ Tailles des échantillons : 100 TESTS +

e n =500 Trainings

e n = 1000 Trainings
@ K =100, 1000, 5000 ou 10000
@ Différentes configurations de corrélation entre les régresseurs
@ 0” vecteur de taille 2 ou 100 (i.e. Q =2 ou Q = 100)
Var(mg,0%)

@ 0.50 < Var (v

<0.74



Les QTLs ne sont pas situés sur les marqueurs (DL

imparfait)
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Décompositions SVD utiles pour notre étude
Décomposition SVD de M

M=UDW
ou
@ D matrice diagonale de taille r x r, de plein rang, avec
di,...,dr éléments diagonaux
@ U matrice de taille n x r, telle que U'U = I,
@ W matrice de taille K x r, telle que W' W = I,

De la méme maniére,

ou
@ D* matrice diagonale de taille r* x r*, de plein rang, avec
dr,...,ds éléments diagonaux
@ U* matrice de taille n x r*, telle que U*'U* = I
@ W™ matrice de taille Q x r*, telle que W*' W* = [«
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A propos de la régression Ridge

@ WW’ est une matrice de projection sur I'espace engendré par les lignes
de M

@ le projection de 6 sur cet espace est encore §

B=ww
— WW'M (MM + X))~ Y
= WW' WDU' (MM’ + X)) ™'Y
= WDU' (MM’ + )~ Y
=M (MM + )Y

12



Si on estime 'accuracy ...(TEST et Trainings issus de

la méme distribution de probabilité)

Théoreme (R. et Grusea, JRSS C 2021)

Supposons que my, ..., m, et mpew SONt indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.). De la méme facon, supposons que my, ..., m; et mMpe,
sont i.i.d. De plus, supposons que my, ..., My, My, ..., my, ont été
observées (i.e. M et M* sont connues), et que e, Mpew, €t €new SONt
aléatoires. Alors, une estimation de I'accuracy est la suivante

A

(Az N As) 1/2 (A4) 1/2°

ﬁ:

ou

~ 1K & (
_ L us ylsy
n; az + A H

2 — g2 d?
* L A= Cle s
" n ; (2 + )2

—

1 4 * Nk *2
Ay = — ZWHU U Mg 0*|| 402

— 1’* )

’ W o)
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Si les colonnes de M* sont présentes dans M ...

Théoréme (R. Mangin Grusea, Scand. J. Stat. 2019)

Supposons que my, ..., m, et mpew SONt indépendantes et identiquement
distribuées (i.i.d.). De plus, supposons que my, ..., m, ont été observées
(i.e. M est connue), et que e, Mnew €t €new SONt aléatoires. Alors, une
estimation de 'accuracy est la suivante

A

(Az + As) e (A4) e

ﬁ:

ou
r 4
a1 3 L H W W g+
n<=ds+A

2;:1i(dHW )W g

dz + )2
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Convergence de p vers p°?@° |orsque n — +oo et

K — 400

Valeurs singulieres

@ dy > d>...>d > 0valeurs singulieres de M
@ d?~nY witho <y <1
@ d?~n" withn<y <1 et nety nedépendantpas de n.

Signal (inspiré de Shao and Deng 2012, et de Fan and Lv 2008)

2

~ n27’

° H Ww'g*

with 7 < n et 7 ne dépendant pas de n.

Parameétre de régularisation
@ A ooetA=o(d)

Liens valeurs singulieres / parametre de régularisation
@ Qq, Qo et Q3 désignent les ensembles suivant :

Q ::{S‘A:o(dﬁ)}, Q= {s

Q3Z:{S d§:o(/\)}.

a? Nl/\avecCs>0},
Cs
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Convergence de p vers p°?@° |orsque n — +oo et

K — 400

Quelques conditions supplémentaires :
® (C1) B3 g 08 = 400, (C2) Yyeq, & = 0(N)
@ (C3) Yo, d =0(N) ,  (C4) nP"/r=0(1/X),ie. A= o(r/n")
@ (C5)#nu =0(1) , (C6)#2%=0(1)

ou #% représente le cardinal de 'ensemble Q.

Lemma (Convergence vers I'accuracy oracle)

Supposons (C1-C2-C3-C4-C5-C6) et également que le signal est projeté
uniformément sur chaque sous espace Vect{ W(S)}, ie.

T

HW(S)W(S)Ig* 2N nZT, s=1,...,r

N Var(m:. o+
alors on a p — p°a .= 7‘/3(’,(:/:;) ) _
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On revient au cas ou les colonnes de M* pas

forcément présentes dans M ...

A et Az se réecrivent de la maniére suivante :

r

— 1 ” . .
A = — 9*/ W* d uU* Z)/ (s) ar U(S)l U*(]) W*(/)la* ,
""h ; d2 + A Z ‘ ; ’

1S df & :
A\ _ ' s dr U g Opw@rge |
¥ n;(d§+>\)2 <; ‘

on discute le lien entre les valeurs singulieres dg, ds, A
et projection du signal sur sous espaces associés

On fait intervenir une partition Q7f, Q3, Q3 de {1,...,r*}
On montre que pour n large, 5 se comporte comme +/¢(n) p°a°

1 — £(n) : pourcentage de la norme L2 de U*® que I'on n’arrive pas & capter
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Quelques définitions

Pour chaque £ € {1,...,r*}, on définit les ensembles Qf, k =1,2,3 :
2
QL= {s € Q| HU(”U(S)’U*“)H £ o} .

En d’autres termes, on assume que la projection de U**) sur
Vect{U(‘), o U(’)} est éparpillée sur les sous espaces Ve%t{U(s)},
S€Q1

Vect{U(S)}, et Vect U(S)}.

4 £
SEQ; SEQ;

Pour k = 1,2,3, onimpose Q. N QL =0, V¢ £ ¢'.
Autrement dit, un “s” donné ne peut pas cibler différents “¢”.

Pour tout ¢ € QF, on impose que 'ensemble Q¢ soit non vide : chaque “¢”
associé a une grande valeur singuliére de X* est ciblée par au moins un “s”
associé aux grandes valeurs singulieres de X.

Q5 et Q5 peuvent étre vides ou non : chaque ¢ € QF peut aussi étre ciblé par
quelques “s” appartenant a Q, ou a Q3.
18



Application sur données simulées

Etude de la nouvelle proxy pour I'accuracy

Estimation des paramétres de nuisance avec un grand nombre de marqueurs
chez Trainings =

Contexte des simulations :
@ Tailles des échantillons : 100 TESTS + 500 Trainings
@ T =1, 4 o0u6 Morgans
@ Différentes densités de marqueurs

@ Différentes configurations de corrélation entre les régresseurs
@ 30, 50 ou 70 générations

@ 0 vecteur de taille 25
e 25 QTLs avec effet +0.45
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Application sur données simulées

1000 marqueurs pour Trainings / 500 marqueurs pour TESTS

Méthode 50 générations 70 générations 100 générations MSE

Acc. Emp. 0.5287 0.5396 0.5173
,3()? 5 éZAsso 0.4370 (0.0175) 0.4638 (0.0013) 0.4642 (0.0092) 0.0093
pX*, éz*;PLAsso) 0.4033 (0.0239) 0.4469 (0.0163) 0.4471 (0.0115) 0.0172
,3()?* s é;DLASSO) 0.5371 (0.0073) 0.5691 (0.0063) 0.5589 (0.0069) 0.0068

Acc. Emp. 0.3909 0.3772 0.3217
pX™, éfAsso 0.3397 (0.0112) 0.3436 (0.0132) 0.2629 (0.0146) 0.0130
,3()?*, (}PLASSO) 0.2413 (0.0334) 0.3059 (0.0179) 0.2178 (0.0228) 0.0247
pX*, 9ADLASSO) 0.4677 (0.01293) 0.4821 (0.0222) 0.4093 (0.0164) 0.0172

Acc. Emp. 0.3749 0.3319 0.3155
ﬁ()A(*7 éfAsso) 0.37 (0.0034) 0.3548 (0.0094) 0.3415 (0.0093) 0.0074
pX*, é*PLASSO) 0.3395 (0.01132) 0.3259 (0.0093) 0.3048 (0.0094) 0.0100
2] 0.5045 (0.02488) 0.4981 (0.0355) 0.4703 (0.0317) 0.0307

N2 3
A(X”, 6 apLasso)

@ nouvelle proxy, plus de marqueurs chez TRN que chez TESTS (DL imparfait)

performances nouvelle proxy >
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Application sur données simulées

2000 marqueurs pour Trainings / 1000 marqueurs pour TESTS

Méthode

50 générations

70 générations

100 générations

MSE

Emp Acc.

Z(X 9LAsso)
(X GPLASSO)
AX*

ADLASSO )

0.5239
0.4218 (0.0181)
0.3856 (0.0269)

0.5261 (0.0061)

0.5561
0.4213 (0.0224)
0.3949 (0.0309)

0.5298 (0.0043)

0.5907
0.4676 (0.0220)
0.4546 (0.0247)

0.5709 (0.0057)

0.0208
0.0275

0.0054

0.4244
0.3614 (0.013)
0.2974 (0.0260)

0.50683 (0.0147)

0.4027
0.3224 (0.0193)
0.2521 (0.0403)

0.4642 (0.0146)

0.4162
0.3478 (0.0156)
0.2929 (0.0256)

0.5001 (0.0152)

0.0159
0.0306

0.0148

Emp Acc.
f’(X 9LAsso)
fj( QPLASSO
AX*, OapLasso

0.3724
0.3215 (0.0127)
0.2619 (0.0236)
0.4863 (0.0212)

0.4037
0.3325 (0.0135)
0.2799 (0.0240)
0.4966 (0.0144)

0.3477
0.2709 (0.0167)
0.2071 (0.0299)
0.4401 (0.0167)

0.0143
0.0258
0.0174

@ nouvelle proxy, plus de marqueurs chez TRN que chez TESTS (DL imparfait)

performances nouvelle proxy >
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Application sur données réelles de riz

Nombre de marqueurs nécessaires pour une prédiction précise des TESTS

Estimation des paramétres de nuisance avec un grand nombre de marqueurs
chez Trainings =

@ K = 73,147 pour les Trainings
@ 4 densités de marqueurs pour les TESTS (448, 781, 1553 et 3076)
@ 252 Trainings, 63 TESTS (i.e. 80% et 20%) + 100 tirages

Méthode 448 SNPs 781 SNPs 1553 SNPs 3076 SNPs MSE
Acc. Emp. 0.4789 0.4919 0.5275 0.5242
,SK)A(*, éZASS ) 0.4621 (0.0244) 0.4653 (0.0226) 0.4737 (0.0254) 0.4728 (0.0263) 0.0247
pX*, éZDLASSO) 0.4269 (0.0355) 0.4379 (0.0376) 0.4520 (0.0419) 0.4461 (0.0430) 0.0395

@ nouvelle proxy, plus de marqueurs chez TRN que chez TESTS (DL imparfait)

22



Vers une amélioration de la Ridge

Rappel : U = (U“), e U(’)> base orthonormale de I'espace engendré par
les colonnes de M.

On choisit 7 colonnes de U.Onnnote o : {1,...,7} — {1,...,r}
Soit I'estimateur

G=MV'OUY ou U= (U"“), o U"m)
ot UU'Y est la projection de Y sur Vecz‘{U”“), o U"(F)}.
On notera W = (W"(”, e W"(f))

= Prédiction et accuracy a I'aide du nouvel estimateur 6

~ _ ~ CoV(Vaew: Yoew
Ynew = mx/wwe ’ P = Cor (Ynew: Ynew) - ( ' )

Vv Var(View ) Var(voe)

23



Dans quelles conditions améliore-t-on I'accuracy ?

@ Estimateur Ridge § basé sur toutes les colonnes de U
e accuracy p, prédiction Yiew

@ Nouvel estimateur g basé sur  colonnes de U
@ accuracy p, prédiction Yoew

@ Complémentaire § de notre nouvel estimateur basé sur les r — 7
colonnes restantes de U

e accuracy 7, prédiction Ypey
Notations :

Ay = Gov (Viw, Vi) o o = Ve (Vo) . s = Vel (Yi)

A = Cov (YVoows Yoo Ao+ s = Var (Vo) , s = A4 = Var (Vo)

24



Les 3 configurations possibles (résultat non

asymptotique)
@ Onaj > jsietseulement si
Cov (Kew, Ynew) Var (Vnew
Cov (Vaew, Yoew ) Var (Vs

Dans ce cas, nous avons aussi p° > .
@ Ona /> jsietseulementsi

Cov ( Faew Yoen )

Dans ce cas, Nous avons aussi j > .
©@ Onajp>jandp> ﬁsi et seulement si

. \7a\r(~Ynew) . ﬁ/(ﬁlew, Yoew ) - @r(Vnew) <1 e @r(Vnew)) ‘

Var (?new) ~ Cov (?newa Ynew) = Var (ﬂnew)

25
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Convergence de p vers p°?@° |orsque n — +oo et

K > n avec Q borné

Valeurs singulieres
@ df >dy >...>ds > 0valeurs singulieres de M*
@ d2~n" witho <y <1
@ d2 ~n" withn <y <1 et nety nedépendantpas de n.
@ di >d>...>d > 0valeurs singulieres de M

Signal (inspiré de Shao and Deng 2012, et de Fan and Lv 2008)

@ |W*W*6*|? ~ n?" with 7 <7 et r ne dépendant pas de n.
Parametre de régularisation

(<) )\aooet)\:o(drz)
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Convergence de p vers p°?@° |orsque n — +oo et

K > n avec Q borné

on discute le lien entre les valeurs singuliéres ds, ds, A
et projection du signal sur sous espaces associés

Liens valeurs singulieres / parameétre de régularisation
@ Considérons les partitions suivantes QF, Q3, Q3 et Q1, Q2, Q3 :

Qf = {E‘)\ = O(d[z)}, Q= {S‘)\ = O(dsz)}
Q= {Z

Q; = {Z

a? wlAavecCs>0}

w2~4%Awmcz>o},Qp={s
¢ Cs

C
a;? = o()\)} et Qs = {s

f:qm}
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Quelques conditions

2
Pour chaque ¢ € {1,...,r*}, prenant en compte que HU*(‘{)H = 1, on definit
¢ €]0,1], k =1,2,3 par:

I3
&

Lo Vs e Qi ,
k

(CO*)Si #QL #0, HU(S)U(S)/U*“)HZ ~

avec > &) <1.

k|Qf#0

32



Quelques conditions

«(C2) ) df=o0())

Leqr s€EQ;
2T
¢ (C3) 3 df = o(N?) o (C4") ’% = o(1/A)
sEQ3
* (C5) #91 =0(1) *(C6) #Qz =0(1)
o (C7Y) Z &9dr? = o(1 o (C8") Z ePd? = o(1)
ZeQ* /eQ*

(C17), (C47), (CT7), (C8™) sont spécifiques a cette étude
(C2), (C3), (Cb), (C6) étaient déja présentes dans I'étude du LD parfait
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Convergence de p vers p°?@° |orsque n — +oo et

K > n avec Q borné

Lemma (Convergence vers I'accuracy oracle)

Supposons que pour k = 1,2, 3, nous avons Q0 N QY =0ve £ {¢'. De plus,
supposons que le signal est projeté uniformément sur chaque espace

Vect{ w*® } ie.

HW*(e) W@ g* 2 o

De plus, V¢ € Q, assumons que Q¢ # 0 et que 550 = ¢(n) avec
0<b<g(n<t.
Alors, en supposant les conditions
(CO*—C1*—C2—-C3—-C4*—-C5—-C6—C7* — C8"),

@ Jorsque n est grand, nous avons pg ~ +/&(N) pgrade

@ Sivee s, & =1/n% etel? =1/n avec s > o et > 1, alors

nous avons g — p9ace.

r*ve ’ »r ()

34



