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Introdu
tion généraleLa re
her
he de gènes s'avère un des grands dé�s a
tuels. Les enjeux sont très variés :médi
aux, é
onomiques, et plus en
ore la 
ompréhension du domaine du vivant. Grâ
eaux progrès ré
ents de la biologie molé
ulaire, de nombreux marqueurs génétiques sontmaintenant disponibles et organisés en 
artes génétiques dans un grand nombre d'espè
es.Cela 
onstitue une avan
ée 
onsidérable dans la déte
tion et l'identi�
ation de lo
i (ie.empla
ements physiques pré
is sur un 
hromosome) où la variation allélique est asso
iéeà la variation d'un 
ara
tère quantitatif. On nomme QTL (Quantitative Trait Lo
i) detels lo
i.Les prin
ipes de bases de la déte
tion de QTL datent de 1920. Le sujet n'est devenu trèsrépandu qu'à la �n des années 80 ave
 l'avènement des mi
rosatellites (séquen
es 
onsti-tuées de répétitions en tandem de mono-, di- ou trinu
léotides et se 
ara
térisant par unpolymorphisme important). Jusqu'à 
ette période les marqueurs génétiques disponiblesétaient seulement les marqueurs morphologiques et les groupes sanguins. Autant dire une
ouverture impossible de la totalité du génome.Aujourd'hui, ave
 l'arrivée des SNPs (Single Nu
leotid Polymorphisms) et par 
onsé-quent l'a�ux d'informations molé
ulaires, l'analyse statistique demeure un outil en
oreplus pré
ieux pour l'analyse du génome. En 1989, Lander et Botstein publiaient un arti
leméthodologique présentant une méthode statistique 
onsistant à s
anner le génome, nom-mée �Interval Mapping". Aujourd'hui, 
ette méthode s'avère in
ontournable en déte
tionde QTL. Elle a permis la dé
ouverte de milliers de QTL dans le domaine des plantes,dans le domaine animal et 
hez les humains.L'obje
tif de 
ette thèse est d'étudier la théorie sous-ja
ente aux te
hniques de déte
tionde QTL. A l'issue de 
ette étude théorique, on pourra 
ontribuer à l'optimisation du pro-
essus de déte
tion et proposer par la même o

asion de nouvelles méthodes de déte
tionde QTL.Après une introdu
tion rapide à la génétique, 
e do
ument s'arti
ule autour de deux par-ties : l'étude du génotypage séle
tif (sele
tive genotyping), l'étude de la te
hnique qui
onsiste à s
anner le génome (génome s
an).L'introdu
tion à la génétique fournit le vo
abulaire et les bases de génétique uti-lisés dans 
e travail. Elle est largement inspirée des ouvrages Lyn
h and Walsh (1997),9



10 Introdu
tion généraleHayes (2005) et Wu and al. (2007). On y présente le 
rossing-over, les marqueurs et dis-tan
es génétiques. Les grands prin
ipes de la déte
tion de QTL sont rappelés, notammentau travers d'un s
héma expérimental très utilisé dans le domaine végétal : le ba
k
ross.On évoquera aussi les populations outbred que l'on retrouve 
hez les humains et trèssouvent dans le domaine animal.La première partie est 
onsa
rée au sele
tive genotyping. Il a été proposé par Lebo-witz and al. (1987). Le sele
tive genotyping 
onsiste à génotyper uniquement les individusdont la valeur du 
ara
tère quantitatif est extrême. Cela permet de réduire les 
oûts dusau génotypage tout en gardant une bonne puissan
e pour le test statistique, à 
onditionque le nombre d'individus ait été augmenté.Dans 
ette partie, on s'intéresse aux propriétés statistiques de 
e dispositif expérimentaluniquement en un point pré
is du génome. A travers 
ette étude, on 
her
he non seule-ment à proposer di�érents tests pour la déte
tion de QTL mais également à quanti�erl'apport des phénotypes non extrêmes dans l'analyse statistique.On s'attarde également sur la question de l'optimisation du génotypage en sele
tive ge-notyping. En�n, on porte notre attention sur le sele
tive genotyping en présen
e de deux
ara
tères quantitatifs 
orrélés. En e�et, il est possible de réduire les 
oûts dus à la foisau génotypage et au phénotypage en e�e
tuant un sele
tive genotyping sur le premier
ara
tère et en ne mesurant le deuxième 
ara
tère que pour les individus génotypés. Onteste alors s'il existe un QTL a�e
tant le deuxième 
ara
tère.La deuxième partie est 
onsa
rée au genome s
an. On ne se pla
e plus uniquementen un point pré
is du génome mais on s
anne désormais le génome. De plus, on supposeque l'ensemble des individus sont génotypés. On étudie le problème de déte
tion de QTLsur un 
hromosome, dans une population de des
endants stru
turés en familles de pères.Une population ba
k
ross, C × (C ×D), où C et D sont de pures lignées homozygotes,est un 
as parti
ulier de la population étudiée.La présen
e de QTL est testée à 
haque position sur le 
hromosome à l'aide d'un testdu rapport de vraisemblan
e (Likelihood Ratio Test : LRT). Le 
hoix 
omme statistiquede test du maximum de 
e pro
essus, revient à e�e
tuer un LRT dans un modèle où lalo
alisation du QTL est un paramètre supplémentaire. Utilisant la modélisation de Hal-dane, on présente des résultats asymptotiques sur la distribution du pro
essus de LRTsous l'hypothèse nulle d'absen
e de QTL, sous l'alternative où il existe un seul QTL sur le
hromosome, et sous l'alternative générale où il existe m QTL sur le 
hromosome. Dans
e dernier 
as, une hypothèse d'additivité des e�ets des QTL a été faite. Cependant, 
esrésultats sont généralisables au 
as d'intera
tion entre les QTL : l'épistasie. On énon-
era également des résultats qui permettront d'appro
her les populations animales, dites�outbred". D'autre part, on proposera plusieurs méthodes de 
al
ul de seuil adaptées àla 
arte génétique. Pour �nir, on s'attardera sur l'optimisation du pro
essus de déte
tion



Introdu
tion générale 11et sur le 
hoix de l'endroit où pro
éder aux tests sur le 
hromosome.A noter que dans 
ette deuxième partie, l'hypothèse de normalité des phénotypes pourraêtre levée, à 
ondition d'utiliser des pro
essus de s
ore et non pas de LRT.





Rappels de génétique
Vo
abulaireUn gène est dé�ni 
omme une séquen
e d'a
ides désoxyribonu
léiques (ADN), destinéà être tran
rit en a
ide ribonu
léique (ARN). Si 
'est le 
as, la �séquen
e" est dite 
odante.La molé
ule d'ARN ainsi produite peut soit être traduite en protéine (on l'appelle dans 
e
as ARN messager), soit être dire
tement fon
tionnelle. A titre d'exemple, il y a environ
13000 gènes dans l'ADN des 
ellules d'une drosophile et 20000 gènes 
hez l'homme.Les gènes apparaissent généralement en paires : on parle alors d'espè
e diploïde. Chezun individu appartenant à une espè
e sexuée (i.e. né
essitant le 
on
ours d'une 
ellulesexuelle mâle et d'une 
ellule sexuelle femelle) et diploïde, 
haque gène existe en deuxexemplaires, l'un hérité du père, et l'autre de la mère.Chaque gène peut exister en un ou plusieurs variants, appelés allèles. Un gène 
odant la
ouleur des yeux peut ainsi exister en plusieurs variants 
odant plusieurs 
oloris. Un gèneest dit polymorphe lorsque plusieurs allèles sont présents dans l'espè
e. Un individuest dit homozygote pour un gène lorsqu'il est porteur de deux allèles similaires. Paropposition, on dira qu'il est hétérozygote s'il est porteur de deux allèles di�érents.On distingue les allèles dominants (le 
ara
tère 
orrespondant s'exprime toujours) desallèles ré
essifs (muets lorsqu'ils sont asso
iés à l'allèle dominant).Chaque gène o

upe une position 
onstante sur le 
hromosome : on parle de lo
us. Lapaire d'allèles présente sur des 
hromosomes homologues (i.e. les 
hromosomes d'unemême paire) 
onstitue le génotype de l'individu pour 
e lo
us.Un phénotype désigne l'état d'un 
ara
tère observable 
hez l'individu.

13



14 Rappels de génétiqueMéïose et 
rossing-overIl existe deux types de divisions 
ellulaires dans le monde vivant : la mitose qui assurela naissan
e de 
ellules identiques à la 
ellule mère et la méïose qui aboutit à la produ
tionde 
ellules sexuelles ou gamètes pour la reprodu
tion.Ainsi, la méïose est la division parti
ulière qui permet le passage de la phase diploïde(les 
ellules 
ontiennent 2n 
hromosomes) à la phase haploïde (les 
ellules 
ontiennent n
hromosomes).Le point de départ est une 
ellule dite �germinale" à la base de la reprodu
tion (2n
hromosomes). Les étapes su

essives sont les suivantes :1. dupli
ation du matériel génétique2. appariement des 
hromosomes homologues3. phénomène de brassage intra 
hromosomique plus 
onnu sous le nom de �
rossingover"4. migration des 
hromosomes homologues vers les p�les5. deux divisions su

essives qui aboutissent à la produ
tion de quatre 
ellules ha-ploïdes (n 
hromosomes).La �gure 1 illustre les di�érentes étapes de la méïose dans le 
as n = 1. Le phénomènede 
rossing-over est détaillé en �gure 2.
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Fig. 1 � Méïose
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Fig. 2 � Le phénomène du 
rossing-overMarqueurs génétiquesUn marqueur génétique est une séquen
e polymorphe d'ADN aisément déte
table,utilisée en 
artographie génétique a�n de �baliser" le génome. On s'attarde i
i sur lesspé
i�
ités des mi
rosatellites et des SNPs.Un mi
rosatellite est une séquen
e 
onstituée en répétition en tandem de di-, tri- ou tetranu
léotides. Les mi
rosatellites sont les marqueurs des années 90 et 2000. Ils sont trèspolymorphes en raison des répétitions très variables (en moyenne sept à huit allèles dansles espè
es).Un SNP (Single Nu
leotide Polymorphism) désigne une variation d'un seul nu
léotide. LesSNPs sont bien plus nombreux que les mi
rosatellites. Il existe quelques millions de SNPsdans une espè
e alors qu'il n'existe que mille à deux mille mi
rosatellites disponibles.Les SNPs sont fa
ilement déte
tables grâ
e aux programmes de séquençage à haut débit,
'est pourquoi ils 
onstituent les marqueurs d'avenir. Ils présentent néanmoins un faiblepolymorphisme 
ar 
e sont des marqueurs bialléliques.Distan
es génétiquesLa distan
e génétique entre deux lo
i sur un 
hromosome est dé�nie 
omme étantl'espéran
e du nombre de 
rossing-over entre 
es deux lo
i durant la méïose. On mesure
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ette distan
e en Morgans (M).Grâ
e à la distan
e de Haldane (1919) ou 
elle de Kosambi (1944), il est possible d'expri-mer la distan
e génétique entre deux lo
i en fon
tion de la probabilité de re
ombinaisonentre 
es deux lo
i.Dans la modélisation de Haldane (1919), on suppose que les 
rossing-over sont indépen-dants et que leur nombre suit un pro
essus de poisson d'intensité 1. Si l'on note r (resp.
N) la probabilité de re
ombinaison (resp. le nombre de 
rossing-over) entre deux lo
idistants de d, alors :
r = P(N impair) =

+∞∑

k=0

P(N = 2k + 1) =
+∞∑

k=0

e−d

(2k + 1)!
d2k+1 = e−dsh(d) =

1

2
(1 − e−2d)Par 
onséquent, la distan
e de Haldane d véri�e :

d = −1

2
log(1 − 2r) ∀r ∈ [0, 1/2[Cependant, 
ertaines observations empiriques ont montré que la probabilité que deux
rossing-over se produisent à proximité est toujours plus faible que 
elle prédite par lafon
tion de Haldane. En e�et, l'o

uren
e d'un 
rossing-over inhibe les 
han
es d'arrivéed'un autre 
rossing-over à proximité (phénomène d'interféren
e).La modélisation de Kosambi (1944) tient 
ompte de 
e phénomène d'interféren
e. Ladistan
e d est la suivante :

d =
1

4
log

(
1 + 2r

1 − 2r

)
∀r ∈ [0, 1/2[La �gure 3 illustre les distan
es génétiques de Haldane et de Kosambi. Dans 
ette thèse,on 
onsidèrera prin
ipalement la distan
e de Haldane. Elle s'avère la plus fréquemmentutilisée dans la 
ommunauté génétique.
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Déte
tion de QTL
Notion de QTLA�n d'expliquer la variation génétique des 
ara
tères quantitatifs, deux modèles ontété proposés : le modèle in�nitésimal et le modèle ave
 un nombre �ni de lo
i.Dans le modèle in�nitésimal, on suppose que les 
ara
tères quantitatifs sont gouvernéspar un nombre in�ni de lo
i additifs et indépendants, 
ha
un ayant un faible e�et (Fi-sher (1918)). Cependant, il y aurait environ 20000 gènes ou lo
i dans le génome. Par
onséquent, il doit y avoir un nombre �ni de lo
i à l'origine de la variation d'un 
ara
tèrequantitatif.La re
her
he de 
es lo
i, nommés QTL (Quantitative Trait Lo
i), s'avère un grand dé� àl'heure a
tuelle. A noter que peu de gènes ont un grand e�et sur le 
ara
tère, alors quede nombreux gènes sont de faible e�et (Hayes and Goddard (2001)).Présentation d'un s
héma expérimental : le ba
k
rossLes 
roisements sont très fréquemment utilisés en re
her
he de QTL : ils permettent dedisposer d'une population en ségrégation pour le QTL. Par la suite, à l'aide de marqueursgénétiques positionnés le long du génome et des valeurs phénotypiques, on 
her
hera àdéte
ter et lo
aliser les QTL.On présente i
i un s
héma expérimental fondamental dans le domaine végétal : le ba
k-
ross. Ce s
héma repose sur le 
roisement de lignées pures homozygotes (on parlera delignées �inbred").La �gure 4 détaille 
omment obtenir une population ba
k
ross. On y 
onsidère un inter-valle dé�ni par deux marqueurs A et B, qui possèdent 
ha
un deux allèles (A1, A2 pour
A et B1, B2 pour B). Un QTL Q présentant deux allèles Q1 et Q2, est supposé présententre A et B à une position donnée.Deux lignées inbred sont 
roisées a�n de générer l'hétérozygote F1. Le F1 est alors rétro-
roisé à un de ses parents a�n d'obtenir une population en ségrégation pour le QTL.19
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Fig. 4 � Une population ba
k
ross
Quelques te
hniques statistiques de déte
tion de QTLOn détaille i
i quelques te
hniques statistiques de déte
tion de QTL dans le 
adre duba
k
ross présenté 
i-dessus.On 
onsidère un modèle additif (au
un e�et de dominan
e entre les allèles). Le 
ara
tèred'intérêt Y véri�e :

Y =

{
µ+ q + ε si génotype Q1Q1 au QTL
µ− q + ε si génotype Q1Q2 au QTLoù ε ∼ N(0, σ2).



Déte
tion de QTL 21Première appro
he : le QTL est présent sur un marqueurOn 
onsidère que le QTL est positionné sur un marqueur donné. On a don
 
onnais-san
e du génotype au QTL.A�n de tester la nullité de l'e�et du QTL, on 
onfronte les deux hypothèses suivantes :
H0 : q = 0 vs H1 : q 6= 0Une statistique exhaustive est une simple 
omparaison de moyenne entre les individus degénotype Q1Q1 et 
eux Q1Q2 au QTL (
f. Cier
o (1996)).Deuxième appro
he : la position du QTL est in
onnueOn supposait pré
édemment que le QTL était positionné sur un marqueur donné, Apar exemple. On suppose désormais que le QTL est présent entre A et B à une positionin
onnue.Nous allons par
ourir l'intervalle délimité par A et B, et pour 
haque position t, nousallons tester s'il y a présen
e d'un QTL en 
al
ulant la statistique du rapport de vrai-semblan
e.Interval MappingA 
haque position t entre A et B, le génotype au QTL est in
onnu. On va utiliserles probabilités de re
ombinaison entre les marqueurs et le QTL a�n de re
onstruire legénotype au QTL.En notant θ = (q, µ, σ), la vraisemblan
e à la position t, pour n observations j indépen-dantes et identiquement distribuées (iid), s'é
rit :

Ln(θ, t) =
n∏

j=1

pj
tf(µ+q,σ)(yj) + (1 − pj

t)f(µ−q,σ)(yj) (1)
f(µ,σ)(.) désigne une densité Gaussienne de moyenne µ et de varian
e σ2. pj

t désigne laprobabilité que l'individu j soit de génotype Q1Q1 pour un QTL positionné en t, sa
hantson génotype aux marqueurs A et B. Ces poids s'obtiennent grâ
e à la formule de Bayeset à la formule de Haldane.A�n de tester la présen
e d'un QTL en t, on 
onfronte :
H0 : q = 0 vs H1 : q 6= 0On note Λt la statistique du rapport de vraisemblan
e à la position t. Le pro
essus Λ(.)est appelé pro
essus de tests de rapport de vraisemblan
e. Cette te
hnique se généralise



22 Déte
tion de QTLà plusieurs marqueurs lo
alisés sur un 
hromosome en utilisant les marqueurs �anquantla position testée. Cette méthode a été proposée par Lander and Botstein (1989). On lanomme �Interval Mapping".Les auteurs proposent d'utiliser 
omme statistique de test le supremum du pro
essus Λ(.).En e�et, le QTL aura tendan
e à se situer à la position t pour laquelle la statistique detest Λt sera la plus grande.La �gure 5 présente une traje
toire du pro
essus Λ(.) lorsque deux marqueurs sont situésà 0
M et 20
M. Une telle traje
toire est nommée pro�l de vraisemblan
e. On 
onstateque s'il existe un QTL, il se situe aux environs de 14
M.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

t(cM)Fig. 5 � Une traje
toire du pro
essus Λ(.) (2 marqueurs situés respe
tivement à 0
M età 20
M)
RégressionL'�Interval Mapping" présente un in
onvénient : les estimateurs du maximum de vrai-semblan
e (EMV) ne peuvent être obtenus expli
itement en raison du modèle de mélange.On peut par exemple utiliser l'algorithme EM a�n de 
al
uler les EMV.Cependant, pour remédier à 
es problèmes de maximisation numérique, 
ertains auteurs(Knapp and al. (1990), Haley and Knott (1992), Haley and al. (1994)) proposent d'utiliserune méthode de régression. Cette méthode 
onsiste à linéariser le mélange présent dans



Déte
tion de QTL 23la vraisemblan
e (
f. formule 1). La vraisemblan
e s'é
rit dès lors :
Ln(θ, t) =

n∏

j=1

f(µ+q(2pj
t−1),σ)(yj)La vraisemblan
e s'avère très fa
ilement maximisable et on peut proposer une statistiquede Fisher pour tester la nullité de l'e�et QTL q en un point t. Par la suite, on 
onsidère
omme statistique de test le supremum du pro
essus de Fisher.Prise de dé
isionOn 
onsidère i
i le modèle 
orrespondant à l'�Interval Mapping".A�n de prendre une dé
ision quant à l'existen
e d'un QTL sur le 
hromosome étudié,il nous faut 
onnaître la région 
ritique du test statistique basé sur le supremum dupro
essus Λ(.).On pré
ise tout d'abord l'hypothèse nulle :

H0 : �Il n'y a pas de QTL sur le 
hromosome étudié"De nombreux travaux théoriques sur la valeur 
ritique (ie. seuil) du supremum de Λ(.) ousur une statistique de test très pro
he ont été e�e
tués. On se 
ontente i
i d'évoquer 
estravaux : on s'intéressera aux di�érents pro
essus dans la deuxième partie 
e 
ette thèse(partie génome s
an).Dans le 
adre de 
artes denses (ie. le nombre de marqueurs tend vers l'in�ni), on peut
iter Delong (1981), Lander and Botstein (1989), Cier
o (1996).Dans le 
adre de 
artes non denses (ie. quelques marqueurs présents sur le 
hromosome),on peut 
iter Feingold and al. (1993), Rebaï and al. (1994), Piepho (2001).Cependant, dans tous 
es arti
les, on suppose que le nombre d'individus tend vers l'in�ni.La méthode Chur
hill and Doerge (1994) dite des �permutations" ou �su�ing" en anglais,présente l'avantage de ne pas être asymptotique. De plus, elle peut être utilisée dans le
adre de 
arte denses ou non denses. C'est pourquoi, elle s'avère très employée en dé-te
tion de QTL à l'heure a
tuelle. Elle présente néanmoins un désavantage : elle est trèslourde en terme de temps de 
al
ul.A�n de se pla
er sous l'hypothèse nulle d'absen
e de QTL sur le 
hromosome, Chur
hilland Doerge (1994) proposent de 
asser la liaison marqueur/phénotype en permutant l'en-semble des phénotypes entre eux. Ainsi, 
haque phénotype se voit a�e
ter l'informationmarqueur (ie. les génotypes aux di�érents marqueurs) d'un autre individu. La stru
turede 
orrélation entre les statistiques de test est par 
onséquent préservée.



24 Déte
tion de QTLIntrodu
tion aux populations �outbred"Dans de nombreuses espè
es, en parti
ulier 
hez les humains et très souvent dans ledomaine animal, on est in
apable de générer des lignées �inbred" (
omme pour le ba
k-
ross) pour des raisons biologiques. On parle de population �outbred". On peut néanmoinsà l'aide de 
roisements, générer une population en ségrégation pour le QTL.A�n qu'un parent apporte une information de liaison, il doit être hétérozygote à la foisà un marqueur et à un QTL lié. Un QTL ne peut être déte
té que dans 
ette situation.Quelques parents d'une population �outbred" sont de tels doubles hétérozygotes par op-position aux lignées �inbred" pour lesquelles les F1 sont hétérozygotes à tous les lo
i (
f.ba
k
ross �gure 4 page 20).A noter que dans les 
roisements entre lignées �inbred", seulement deux allèles sont enségrégation à 
haque lo
us, alors que dans une population �outbred", n'importe quelnombre d'allèles est en ségrégation.Dans 
ette thèse, on appellera famille de père, un père et ses des
endants provenant d'a
-
ouplement ave
 de nombreuses mères. En présen
e de populations outbred, un dispositiflargement employé 
onsiste à 
her
her à déte
ter des QTL dans plusieurs familles de pères
ar seulement 
ertains pères sont hétérozygotes au QTL. En e�et, il s'avère impossible dedéte
ter un QTL parmi les des
endants d'un père homozygote au QTL. En 
onsidérantplusieurs familles de pères, on augmente les 
han
es d'obtenir des pères hétérozygotes auQTL. Un problème se pose 
ependant. A�n de mener à bien l'analyse QTL, on a besoinde 
onnaitre pour 
haque des
endant, la provenan
e des allèles aux di�érents marqueurstransmis par le père. Cela s'avère impossible pour 
ertains marqueurs : 
es marqueurssont dits �non informatifs".La �gure 6 illustre le problème de l'informativité des marqueurs génétiques, propre auxpopulations outbred. On 
onsidère onze marqueurs trialléliques (allèles A,B ou C). Unexemple de génome pour un père est indiqué. Le génome d'un des
endant de 
e père estégalement représenté : on distingue 
lairement le 
hromosome reçu du père et 
elui reçude la mère.Cependant, en réalité, l'origine parentale est in
onnue. On sait uniquement que 
e des-
endant est AA au premier marqueur, BB au deuxième marqueur... Le tableau liste lesmarqueurs informatifs du des
endant. Ce dernier est AA au premier marqueur, de plus,son père porte sur son 
hromosome 1, l'allèle A au premier marqueur, et sur son 
hro-mosome 2, l'allèle B. Le des
endant aura don
 for
ément reçu l'allèle A de son père,autrement dit l'allèle porté par le 
hromosome 1 de son père. Le marqueur 1 est don
 unmarqueur informatif. Si l'on 
onsidère désormais le deuxième marqueur, le des
endantet son père présentent tous les deux le génotype BB. Il s'avère impossible de déterminerl'origine de l'allèle reçu du père au marqueur 2. Le marqueur 2 sera don
 non informatif.



Déte
tion de QTL 25On remarquera également que pour un des
endant quel
onque du père 
onsidéré, uni-quement les marqueurs 1, 3, 5, 8, 9, 10, 11 pourront être informatifs 
ar le père esthétérozygote à 
es marqueurs. Parmi 
es marqueurs sus
eptibles d'être informatifs, enraison du patrimoine génétique de la mère, seuls les marqueurs 1, 3, 8, 9 et 11 sontinformatifs pour le des
endant 
onsidéré en �gure 6.
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Première partieEtude du Sele
tive Genotyping
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31Cette partie présente une analyse théorique du �sele
tive genotyping" dans le 
as res-pe
tivement d'un seul 
ara
tère quantitatif, puis de deux 
ara
tères quantitatifs 
orrélés.Après une brève introdu
tion, nous développons dans di�érents 
hapitres la méthodologiestatistique sous-ja
ente au �sele
tive genotyping".





Notations
n nombre d'observations
j indi
e de l'observation
ϕ densité d'une loi normale 
entrée réduite
Φ fon
tion de répartition de la loi normale 
entrée réduite
zα quantile d'ordre 1 − α d'une loi normale 
entrée réduite (ie. Φ(zα) = 1 − α)
X génotype au QTL
S−, S+ seuils �xes réels tels que S− 6 S+

T statistique ora
le de 
omparaison de moyenne
Wi statistique de Wald pour la stratégie iChapitre 3
Y phénotype (ie. 
ara
tère quantitatif)
q e�et du QTL
H0 hypothèse nulle (q = 0)
Ha hypothèse alternative lo
ale (q = a√

n
)

T2 statistique de 
omparaison de moyenne pour la stratégie deux
θ paramètre du modèle statistique
θ0 paramètre du modèle statistique sous H0

θ̂ estimateur du maximum de vraisemblan
e (EMV) de θ
Iθ0 information de Fisher au point θ0

Iij(θ0) élément ij de Iθ0

I−1
θ0

inverse de l'information de Fisher au point θ0

I−1
ij (θ0) élément ij de I−1

θ0

n⋆ nouveau nombre d'individus
ζ ratio tel que ζ = n⋆

n

ζeff valeur de ζ pour laquelle la puissan
e d'un test 1 est égale à 
elle d'un test 2
κi e�
a
ité de la stratégie i (relativement au test ora
le)
γ quantité telle que γ = PH0(Y /∈ [S−, S+])
γ+ quantité telle que γ+ = PH0(Y > S+)
γ− quantité telle que γ− = PH0(Y < S−)
A quantité telle que A = σ2

{
γ + zγ+ ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}33



34Chapitre 4
Y phénotype sur lequel le sele
tive genotyping est e�e
tué
Z deuxième phénotype (ie. deuxième 
ara
tère quantitatif)
r 
oe�
ient de 
orrélation entre Y et Z au sein d'un génotype
qZ e�et du QTL sur Z
qY e�et du QTL sur Y
H0Z hypothèse nulle sur Z (qZ = 0)
HbZ hypothèse alternative lo
ale sur Z (qZ = b√

n
)

H0Y hypothèse nulle sur Y (qY = 0)
HaY hypothèse alternative lo
ale sur Y (qY = a√

n
)

θ paramétrisation 
lassique du modèle statistique
θ⋆ paramétrisation ⋆ du modèle statistique
L vraisemblan
e en paramétrisation 
lassique
L⋆ vraisemblan
e en paramétrisation ⋆
Iθ information de Fisher au point θ (relative à L)
I⋆
θ⋆ information de Fisher au point θ⋆ (relative à L⋆)
Iij(θ) élément ij de Iθ
I⋆
ij(θ

⋆) élément ij de I⋆
θ⋆

I−1
θ inverse de Iθ au point θ
I⋆ −1
θ⋆ inverse de I⋆

θ⋆ au point θ⋆

I−1
ij (θ) élément ij de I−1

θ

I⋆ −1
ij (θ⋆) élément ij de I⋆ −1

θ⋆

κ̃i e�
a
ité de la stratégie i (relativement au test ora
le)
γ quantité telle que γ = PH0Y

(Y /∈ [S−, S+])
γ+ quantité telle que γ+ = PH0Y

(Y > S+)
γ− quantité telle que γ− = PH0Y

(Y < S−)
A quantité telle que A = σ2

{
γ + zγ+ ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}



Chapitre 1Introdu
tion
1.1 MotivationLes nouvelles te
hnologies en matière de génomique se révèlent être e�
a
es a�n deper
er les se
rets de la variation génétique d'un 
ara
tère quantitatif. Ces te
hnologiespermettent la 
ara
térisation molé
ulaire de marqueurs polymorphes (i.e. présentant plu-sieurs allèles) sur l'ensemble du génome. Ces derniers seront par la suite utilisés pouridenti�er et lo
aliser les QTL. Néanmoins, les 
oûts dus au génotypage demeurent trèsélevés. C'est pourquoi l'optimisation du pro
essus expérimental est primordiale. L'un de
es pro
essus expérimentaux s'intitule sele
tive genotyping. Il a été proposé par Lebowitzand al. (1987), et élaboré par Lander and Botstein (1989), Darvasi and Soller (1992), puisMuranty and Go�net (1997). Le sele
tive genotyping 
onsiste à génotyper uniquementles individus dont la valeur du 
ara
tère quantitatif est extrême (plus grande ou pluspetite qu'un seuil). Cela permet de réduire les 
oûts dus au génotypage tout en gardantune bonne puissan
e pour le test statistique, à 
ondition que le nombre d'individus aitété augmenté.Le sele
tive genotyping peut également être employé en présen
e de deux 
ara
tères quan-titatifs 
orrélés, notamment lorsque le deuxième 
ara
tère est di�
ile à mesurer pour desraisons biologiques. Il est ainsi possible de réduire les 
oûts dus à la fois au génotypageet au phénotypage : on e�e
tue un sele
tive genotyping sur le premier 
ara
tère, et on nemesure le deuxième 
ara
tère que pour les individus génotypés. On teste alors s'il existeun QTL a�e
tant le deuxième 
ara
tère.1.2 L'étude dans sa globalitéL'étude porte su

essivement sur :1. un sele
tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatif35



36 Chapitre 1. Introdu
tion2. un sele
tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères quantitatifs 
orrélésCette étude se situe dans le prolongement des travaux de Muranty and Go�net (1997)où les auteurs s'intéressent au sele
tive genotyping en présen
e d'un seul puis de deux
ara
tères. Contrairement à Muranty and Go�net (1997), nous ne nous attarderons passur l'estimation des e�ets QTL, mais sur la 
onstru
tion de tests statistiques.1.2.1 Sele
tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifDans 
ette étude, on 
her
he non seulement à proposer des tests pour la déte
tion deQTL, mais également à quanti�er l'apport des phénotypes non extrêmes dans l'analysestatistique.Par 
onséquent, di�érentes stratégies pour l'analyse en sele
tive genotyping sont étudiées.La puissan
e des tests 
orrespondant aux di�érentes stratégies est étudiée sous des alter-natives 
ontiguës. Tous 
es tests sont 
omparés en terme d'e�
a
ité au test ora
le, 
eluioù tous les génotypes sont 
onnus.1.2.2 Sele
tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères quan-titatifs 
orrélésPar sou
is de 
lareté, on note :� Y le 
ara
tère sur lequel le sele
tive genotyping est e�e
tué� Z le 
ara
tère di�
ile à mesurer pour des raisons biologiquesOn 
her
he 
ette fois-
i à savoir s'il existe un QTL a�e
tant le phénotype Z. Commepré
édemment, on 
her
he non seulement à proposer di�érents tests mais également àquanti�er l'apport des phénotypes Y non extrêmes dans l'analyse statistique.Par 
onséquent, di�érentes stratégies sont étudiées. Tous les tests 
orrespondant auxdi�érentes stratégies sont 
omparés en terme d'e�
a
ité au test ora
le, 
elui où tous lesgénotypes ainsi que tous les phénotypes Z sont 
onnus.



Chapitre 2Eléments théoriques né
essaires àl'étudeOn introduit i
i les éléments théoriques né
essaires à l'étude du sele
tive genotyping enutilisant les mêmes notations que 
elles employées dans Van der Vaart (1998). De plus,les théorèmes et lemmes énon
és par la suite, proviennent également de 
et ouvrage.Uniquement le théorème 2.9 n'y est pas présent : il a été démontré dans le 
adre de 
ettethèse.Notation 2.1 Soit Θ ∈ R
d. Soit X une variable aléatoire de loi Pθ (θ ∈ Θ) . Pour unefon
tion f donnée, on dé�nit la notation suivante :

Pθf = Eθ [f(X)]De plus, on note pθ une densité de Pθ par rapport à une mesure µ.Notation 2.2 Soit θ0 ∈ Θ. La notation oPθ0
(1) désigne une suite de ve
teurs aléatoiresqui 
onverge en probabilité vers 0 sous Pθ0 .Notation 2.3 On notera Iθ0 la matri
e d'information de Fisher au point θ0. Iij(θ0) dé-signe l'élément ij de Iθ0. De même, I−1

θ0
sera l'inverse de Iθ0 et I−1

ij (θ0) désignera l'élémentij de I−1
θ0
.Théorème 2.4 Soit X1, ..., Xn un é
hantillon iid provenant d'une distribution Pθ. Sup-posons que le modèle (Pθ : θ ∈ Θ) est di�érentiable en moyenne quadratique en un pointintérieur θ0 de Θ ⊂ R

d et notons ℓ̇θ0 le s
ore au point θ0.De plus, supposons qu'il existe une fon
tion mesurable ġ véri�ant Pθ0 ġ
2 < ∞ telle que,pour tout θ1 et θ2 au voisinage de θ0,

|log pθ1(x) − log pθ2(x)| 6 ġ(x) ‖θ1 − θ2‖37



38 Chapitre 2. Eléments théoriques né
essaires à l'étudeSi la matri
e d'information de Fisher Iθ0 n'est pas singulière et si l'estimateur du maxi-mum de vraisemblan
e (EMV) θ̂ est 
onsistant, alors :
√
n(θ̂ − θ0) = I−1

θ0

1√
n

n∑

j=1

ℓ̇θ0(Xj) + oPθ0
(1)En parti
ulier, la séquen
e √

n(θ̂ − θ0) est asymptotiquement normale de moyenne 0 etde 
ovarian
e I−1
θ0
.On se propose d'introduire la notion de 
ontiguïté.Dé�nition 2.5 Soient Pn et Qn deux suites de mesures de probabilité sur des espa
es

(Ωn,An). On dit que la mesure de probabilité Qn est 
ontiguë par rapport à Pn si toutesuite d'événements An véri�ant limPn(An) = 0 véri�e aussi limQn(An) = 0.On note alors Qn ⊳Pn. Si Qn ⊲Pn et Pn ⊳Qn, on dit alors que Pn et Qn sont mutuellement
ontiguës et on note Pn ⊳ ⊲Qn.Le premier lemme de Le Cam énon
e des 
onditions équivalentes à la 
ontiguïté de Qn parrapport à Pn, en terme du 
omportement asymptotique des rapports de vraisemblan
e
dQn/dPn et dPn/dQn.Lemme 2.6 (Premier lemme de Le Cam) Soient Pn et Qn deux suites de mesuresde probabilité sur des espa
es (Ωn,An). Alors il y a équivalen
e entre :1. Qn ⊳ Pn2. S'il existe une sous-suite de dPn

dQn
qui 
onverge en loi sous Qn vers une variablealéatoire U (dé�nie sur un espa
e de probabilité (Ω,F , P )), alors P (U > 0) = 13. S'il existe une sous-suite de dQn

dPn
qui 
onverge en loi sous Pn vers une variablealéatoire V (dé�nie sur un espa
e de probabilité (Ω,F , P )), alors E(V ) = 14. Pour n'importe quelle statistique Tn : Ωn 7→ R

d : si Tn
Pn→ 0, alors Tn

Qn→ 0Lemme 2.7 (Troisième lemme de Le Cam) Soient Pn et Qn deux suites de mesuresde probabilité sur des espa
es (Ωn,An) et Tn : Ωn 7→ R
d une suite de variables aléatoires.Supposons que

(
Tn, log

(
dQn

dPn

))t
Pn→ Nd+1

((
ξ

−1
2
ν2

)
,

(
Σ τ
τ t ν2

))alors
Tn

Qn→ Nd(ξ + τ,Σ)(l'exposant t indiquant la transposée, et Nd une loi normale de dimension d).



39Théorème 2.8 Soient X1, ..., Xn un é
hantillon iid provenant d'une distribution Pθ.Supposons que Θ est un ouvert de R
d et que le modèle (Pθ : θ ∈ Θ) est di�érentiableen moyenne quadratique en θ0 ∈ Θ. Posons ℓθ(x) = log pθ(x) où pθ est une densité de

Pθ par rapport à une mesure µ. Alors, Pθ0 ℓ̇θ0 = 0 et la matri
e d'information de Fisher
Iθ0 = Pθ0 ℓ̇θ0 ℓ̇

t
θ0

existe. De plus, pour toute séquen
e 
onvergente de type hn → h :
log

n∏

j=1

pθ0+hn/
√

n

pθ0

(Xj) =
1√
n

n∑

j=1

htℓ̇θ0(Xj) − 1

2
htIθ0h + oPθ0

(1)Le 3ème lemme de Le Cam indique que l'on passe de la loi asymptotique sous l'hypothèsenulle à 
elle sous une alternative 
ontiguë par un phénomène de translation.On énon
e désormais un théorème qui nous permettra de 
al
uler par la suite très fa
i-lement 
es translations lorsque l'on 
onsidère des statistiques de Wald.Théorème 2.9 Soient X1, ..., Xn un é
hantillon iid provenant d'une distribution Pθ.Supposons que Θ est un ouvert de R
d et que le modèle (Pθ : θ ∈ Θ) est régulier. Onnote θ0 ∈ Θ et θ̂ l'EMV de θ, alors pour toute séquen
e 
onvergente de type hn → h, ona : i) sous Pθ0 : √

n(θ̂ − θ0) → N(0, I−1(θ0))ii) sous Pθ0+hn/
√

n : √
n(θ̂ − θ0) → N(h, I−1(θ0))Preuve.On note :� Pn la loi 
orrespondant à P ⊗n

θ0� Qn la loi 
orrespondant à P ⊗n
θ0+hn/

√
n� dQn

dPn
le rapport de vraisemblan
eComme le modèle est régulier, on a immédiatement :

√
n(θ̂ − θ0)

Pn→ N(0, I−1(θ0))
e qui prouve i). Comme le modèle est régulier, on peut utiliser le théorème 2.8 qui permetd'obtenir une expression expli
ite de la log vraisemblan
e sous Pn. Grâ
e au théorème
entral limite, à la loi des grands nombres et aux propriétés de l'information de Fisher,on a :
log

(
dQn

dPn

)
Pn→ N(−1

2
ν2, ν2) ave
 ν2 = htIθ0hRemarque 2.10 Ce résultat implique Pn ⊳ ⊲Qn. D'après le 3) du premier lemme de LeCam, on a Qn ⊳ Pn. De plus, en é
hangeant les r�les de Qn et Pn, en appli
ant le 2), ona Pn ⊳ Qn.



40 Chapitre 2. Eléments théoriques né
essaires à l'étudeLes 
onditions d'appli
ation du 3ème lemme de Le Cam sont bien remplies.Comme le modèle est régulier, on utilise le théorème 2.4 :
√
n(θ̂ − θ0) = I−1

θ0

1√
n

n∑

j=1

ℓ̇θ0(Xj) + oPθ0
(1)D'après le théorème 2.8

log

(
dQn

dPn

)
=

1√
n

n∑

j=1

htℓ̇θ0(Xj) − 1

2
htIθ0h + oPθ0

(1)On note h(i) la ième 
omposante de h.A la ième ligne, on a :Cov(log

(
dQn

dPn

)
,
√
n(θ̂ − θ0)

)
=

d∑

k=1

h(k)

{
I−1
i1 (θ0)I1k(θ0) + ...+ I−1

id (θ0)Idk(θ0)
}

+ oPθ0
(1)

= h(i) + oPθ0
(1)Alors, par le 3ème lemme de Le Cam :

√
n(θ̂ − θ0)

Qn→ N(h, I−1(θ0))Ce qui 
on
lut la preuve.



Chapitre 3Sele
tive genotyping en présen
e d'un
ara
tère quantitatif
3.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on s'intéresse à un seul 
ara
tère quantitatif (ie. un seul phénotype).Les 
oûts dus au génotypage étant relativement élevés, un sele
tive genotyping est e�e
-tué. Ainsi, on génotype uniquement les individus présentant un phénotype extrême.On s'intéresse aux propriétés statistiques de 
e dispositif expérimental uniquement enun point pré
is du génome : on se pla
e sur un marqueur génétique. Trois stratégiesdi�érentes pour l'analyse statistique en sele
tive genotyping sont étudiées :� la première 
onsiste à 
onserver dans l'analyse statistique, tous les phénotypes,même les phénotypes qui ne sont pas 
onsidérés 
omme extrêmes et pour lesquelsnous ne disposons pas du génotype� la deuxième et la troisième stratégies sont basées sur la 
onservation uniquementdes phénotypes extrêmesLes tests 
orrespondant aux di�érentes stratégies sont les suivants :� tests de Wald (basés sur la normalité asymptotique des EMV) pour les stratégiesune et trois� 
omparaison de moyenne pour la stratégie deuxAinsi, la deuxième stratégie se distingue par sa simpli
ité. Tous 
es tests seront 
omparésen terme d'e�
a
ité au test ora
le, 
elui où tous les génotypes sont 
onnus.A travers 
ette étude théorique, on 
her
he non seulement à proposer di�érents tests pourla déte
tion de QTL mais également à quanti�er l'apport des phénotypes non extrêmesdans l'analyse statistique.On s'intéresse par la suite à la question de l'optimisation du génotypage en sele
tive ge-notyping : supposons que l'on souhaite génotyper uniquement un pour
entage γ de la41



42 Chapitre 3. Sele
tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifpopulation, doit-on génotyper uniquement les individus présentant les plus grands phé-notypes, ou au 
ontraire 
eux présentant les plus petits phénotypes, ou bien un mélangedes deux ?Les prin
ipaux résultats obtenus lors de 
ette étude du sele
tive genotyping sont énon
ésen théorème 3.3 page 46 et lemme 3.8 page 55.3.2 Test statistique en l'absen
e de 
ensure3.2.1 Modèle en l'absen
e de 
ensureSoit X la variable aléatoire (v.a.) 
orrespondant au génotype au QTL. On 
onsidérera2 génotypes possibles au QTL :
X =

{
−1 ave
 probabilité 1 − p

1 ave
 probabilité pOn supposera p 6= {0, 1}.Soit Y la variable aléatoire 
orrespondant au phénotype. Le modèle pour la v.a. Y s'é
rit :
Y = µ+ qX + εoù ε est une v.a. de loi normale de moyenne 0 et de varian
e σ2, et où q désigne l'e�et duQTL.On 
onsidèrera un é
hantillon de n observations (Xj, Yj) indépendantes et équidistribuées(iid).3.2.2 Test statistique ora
le (µ, q, σ)On suppose i
i que l'on dispose d'un modèle statistique à trois paramètres (µ, q, σ).A�n de tester la présen
e d'un QTL, on 
onfronte les 2 hypothèses suivantes :

H0 : q = 0 vs H1 : q 6= 0Plus pré
isément, on utilisera 
omme hypothèse alternative, une alternative lo
ale Ha :
q = a√

n
où a est une 
onstante.Un estimateur naturel de l'e�et QTL q est la 
omparaison de moyenne suivante :

1

2

{∑n
j=1 Yj 1Xj=1∑n

j=1 1Xj=1

−
∑n

j=1 Yj 1Xj=−1∑n
j=1 1Xj=−1

}



3.2. Test statistique en l'absen
e de 
ensure 43Cependant 
et estimateur n'est pas fa
ilement exploitable en raison des dénominateursaléatoires.Par 
onséquent, on 
her
he à 
onstruire un estimateur bien plus simple.Si on pose η = qX + ε, on remarque que sous l'alternative lo
ale Ha :
EHa

{
1

2n

(
n∑

j=1

ηj

p
1Xj=1 − ηj

1 − p
1Xj=−1

)}
= qCe nouvel estimateur est don
 un estimateur sans biais de q.Sous l'hypothèse nulle H0, on a :

EH0

(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)
= 0Et :

EH0

{(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)2
}

= EH0

(
η2

p2
1X=1 +

η2

(1 − p)2
1X=−1

)

=
σ2

p(1 − p)Alors, VarH0

(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)
=

σ2

p(1 − p)De plus, sous l'alternative lo
ale Ha :
EHa

(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)
= 2q (3.1)

EHa

{(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)2
}

=
1

p
(σ2 + q2) +

1

1 − p
(σ2 + q2) → σ2

p(1 − p)VarHa

(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)
=

1

p
(σ2 + q2) +

1

1 − p
(σ2 + q2) − 4q2On remarque que :VarHa

(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)
→ VarH0

(
η

p
1X=1 − η

1 − p
1X=−1

)



44 Chapitre 3. Sele
tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifOn en déduit la statistique de test T̃ suivante :
T̃ =

∑n
j=1

ηj

p
1Xj=1 − ηj

1−p
1Xj=−1

σ
√

n
p (1−p)Ses lois asymptotiques sont les suivantes :

T̃
H0→ N (0, 1) et T̃

Ha→ N

(
2a
√
p (1 − p)

σ
, 1

)Cependant, on observe non pas les v.a. η mais les phénotypes Y .On note Y et η les moyennes empiriques : Y = 1
n

∑
Yj et η = 1

n

∑
ηj.Alors, Y = µ+ η et par 
onséquent Y −Y = η− η. On s'intéresse dès lors à la statistiquede test T suivante :

T =

∑n
j=1

1
p
(Yj − Y ) 1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − Y ) 1Xj=−1

σ
√

n
p (1−p)

(3.2)On a :
T = T̃ + η

∑n
j=1

1
1−p

1Xj=−1 − 1
p

1Xj=1

σ
√

n
p (1−p)Notation 3.1 On notera oP (1) une suite de ve
teurs aléatoires qui 
onverge vers 0 enprobabilité, et OP (1) une suite bornée en probabilité.Par Prohorov, η = OP ( 1√

n
) et ∑n

j=1
1

1−p
1Xj=−1 − 1

p
1Xj=1 = OP (

√
n).Ainsi,

η

∑n
j=1

1
1−p

1Xj=−1 − 1
p

1Xj=1

σ
√

n
p (1−p)

→ 0Il en dé
oule que (on rappelle que l'on se situe sous H0 ou sous Ha) :
T = T̃ + oP (1)

T suit par 
onséquent les même lois asymptotiques que T̃ .Il reste désormais à estimer la varian
e σ2 qui demeure in
onnue dans le modèle étudié.Au lieu d'utiliser la varian
e empirique, qui s'avère un estimateur 
onsistant sous H0 et



3.3. Etude des di�érentes stratégies en sele
tive genotyping 45
Ha par 
ontiguïté, on propose un estimateur σ̂2 
onsistant sous 
es deux hypothèses maiségalement sous une alternative non lo
ale :

σ̂2 =
1

n

{
n∑

j=1

(Yj − Y 1)
2 1Xj=1 +

n∑

j=1

(Yj − Y −1)
2 1Xj=−1

}où Y 1 = 1Pn
j=1 1Xj=1

∑n
j=1 Yj1Xj=1 et Y −1 = 1Pn

j=1 1Xj=−1

∑n
j=1 Yj1Xj=−1.On 
onstate que :

σ̂2 =
1

n

n∑

j=1

(Yj)
21Xj=1 − 1

n
(Y 1)

2

n∑

j=1

1Xj=1 +
1

n

n∑

j=1

(Yj)
21Xj=−1 − 1

n
(Y −1)

2

n∑

j=1

1Xj=−1Par la loi des grands nombres et l'image 
ontinue :
σ̂2 → E

(
Y 21X=1

)
− p {E (Y/X = 1)}2 + E

(
Y 21X=−1

)
− (1 − p) {E (Y/X = −1)}2D'où, σ̂2 → σ2. Et 
e pour un e�et QTL q quel
onque.On 
on
lut en e�e
tuant un ajustement sur la statistique de test T a�n d'estimer lavarian
e :

T =

∑n
j=1

1
p
(Yj − Y ) 1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − Y ) 1Xj=−1

σ̂
√

n
p (1−p)Alors :

T
H0→ N (0, 1) et T

Ha→ N

(
2a
√
p (1 − p)

σ
, 1

)Ce test présente les même lois asymptotiques qu'un test de Wald (
f. preuve en annexe3.4.1). Les tests ora
les (q) et (µ, q) sont également étudiés en annexe 3.4.2 et en annexe3.4.3.3.3 Etude des di�érentes stratégies en sele
tive geno-typing3.3.1 Modèle 
orrespondant au sele
tive genotypingOn adopte le même modèle que 
elui de la situation ora
le (
f. se
tion 3.2.1). Seuledi�éren
e, on n'observe plus la v.a. X mais la v.a. X dé�nie de la manière suivante :
X =

{
X si Y /∈ [S− , S+]

0 sinonoù S− et S+ sont deux réels tels que S− 6 S+.
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatif3.3.2 E�
a
ités et puissan
es des tests 
orrespondant aux di�é-rentes stratégies (résultats prin
ipaux)On rappelle tout d'abord brièvement les di�érentes stratégies énon
ées en introdu
tion(
f. se
tion 3.1) :� la stratégie une est basée sur la 
onservation de l'ensemble des phénotypes� les stratégies deux et trois sont basées sur la 
onservation uniquement des phéno-types extrêmesPour 
ha
une des stratégies, a�n de tester la présen
e de QTL, on 
onfronte les deuxhypothèses suivantes :
H0 : q = 0 vs H1 : q 6= 0Plus pré
isément, on utilise 
omme hypothèse alternative, une alternative lo
ale Ha :

q = a√
n
où a est une 
onstante.Le théorème 3.3 et le lemme 3.8 énon
és dans 
ette se
tion, résument les prin
ipauxrésultats obtenus en terme d'e�
a
ité et de puissan
e quant aux di�érentes stratégies.En e�et, il peut être intéressant de regarder 
omment évolue la puissan
e de 
ha
un destests lorsque l'on augmente le nombre d'individus, tout en gardant la même valeur del'e�et QTL q.Soit n⋆ le nouveau nombre d'individus et ζ le ratio tel que ζ = n⋆

n
.Dé�nition 3.2 On dé�nit l'e�
a
ité d'un test 2 relativement à un test 1, κ = 1

ζeff
où

ζeff désigne la valeur de ζ pour laquelle la puissan
e du test 2 est égale à 
elle du test 1.Dans notre 
as, le test ora
le sert de test de référen
e. Tous les tests 
onsidérés sont destests unilatéraux.Théorème présentant les di�érentes e�
a
itésThéorème 3.3 Soient κ1, κ2 et κ3 les e�
a
ités 
orrespondant respe
tivement aux stra-tégies une, deux et trois, énon
ées en se
tion 3.1.Soient γ, γ+ et γ−, les quantités respe
tives PH0 (Y /∈ [S−, S+]), PH0 (Y > S+) et PH0 (Y < S−).Alors, si l'on 
onsidère un modèle statistique à trois paramètres (µ, q, σ), ∀p :i) κ1 = κ2 = κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)ii) κ1, κ2 et κ3 atteignent leur maximum, M , pour γ+ = γ− =
γ

2
, où

M = γ + 2 zγ/2 ϕ(zγ/2)

ϕ(x) et zα désignant respe
tivement la densité d'une loi normale 
entrée réduite prise aupoint x, et le quantile d'ordre 1 − α d'une loi normale 
entrée réduite.
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tive genotyping 47Ainsi, les trois stratégies présentent la même e�
a
ité : il n'y a don
 au
un gain depuissan
e à 
onsidérer les phénotypes non extrêmes dans l'analyse statistique et 
e, quelque soit p. On rappelle que dans le modèle étudié, le 
as p = 1/2 
orrespond à une po-pulation ba
k
ross.Par la loi des grands nombres, à la fois sous l'hypothèse nulle H0 et sous l'alternativelo
ale Ha, 1
n

∑
1Xj 6=0 → γ. Ainsi, γ 
orrespond asymptotiquement au pour
entage d'in-dividus génotypés. De la même manière, γ+ (resp. γ−) 
orrespond asymptotiquement aupour
entage d'individus génotypés à droite (resp. à gau
he). D'après le théorème 3.3, lese�
a
ités 
orrespondant aux di�érentes stratégies sont maximum lorsque l'on génotypeasymptotiquement le même pour
entage d'individus à droite qu'à gau
he : γ+ = γ− = γ

2
.Preuve du théorèmePremière stratégie (test de Wald utilisant l'ensemble des phéno-types)E
riture de la vraisemblan
eLe 
ouple (X , Y ) possède une densité par rapport à la mesure de Lebesgue × 
omp-tage.Notation 3.4 On note ∀ i ∈ {−1, 1} et ∀ k ∈ {−1, 0, 1} :

P {i | k} = P(X = i/X = k) et P {k | i} = P(X = k/X = i)On a :
P {i | i} = Φ

(
S− − µ− iq

σ

)
+ 1 − Φ

(
S+ − µ− iq

σ

)où Φ désigne la fon
tion de répartition d'une normale 
entrée réduite.On dé�nit q−1 et q1 de la manière suivante :
q−1 = P(X = −1) = P(X = −1 et X = −1)

= P(X = −1/X = −1) (1 − p)

= P {−1 | −1} (1 − p)

q1 = P(X = 1) = P {1 | 1} p
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifDe la même façon :
q0 = P(X = 0) = (1 − P {−1 | −1}) (1 − p) + (1 − P {1 | 1}) pD'où :

P {−1 | k} =
P {k | −1} (1 − p)

qk
, P {1 | k} =

P {k | 1} p
qkOn a ∀ k ∈ {−1, 1} et ∀ y ∈ R :

P(Y ∈ [y , y + dy] /X = k) = P(Y ∈ [y , y + dy] /X = k et X 6= 0)

=
P(Y ∈ [y , y + dy] et X 6= 0 / X = k)

P(X 6= 0/X = k)

=
1
σ
ϕ(y−µ−kq

σ
)1y/∈[S− , S+]

P {k | k} dy

P(Y ∈ [y , y + dy] et X = k) = P(Y ∈ [y , y + dy] /X = k) P(X = k)

=
1
σ
ϕ(y−µ−kq

σ
)1y/∈[S− , S+]

P {k | k} qk dyD'où
P(Y ∈ [y , y + dy] et X = −1) =

1 − p

σ
ϕ

(
y − µ+ q

σ

)
1y/∈[S− , S+] dy

P(Y ∈ [y , y + dy] et X = 1) =
p

σ
ϕ

(
y − µ− q

σ

)
1y/∈[S− , S+] dyDe plus :

P(Y ∈ [y , y + dy] /X = 0) =
∑

i∈{−1,1}
P(Y ∈ [y , y + dy] et X = i / X = 0)

=
∑

i∈{−1,1}
P(Y ∈ [y , y + dy] /X = i et X = 0) P {i | 0}

=
p
σ
ϕ(y−µ−q

σ
)1y∈[S− , S+]

q0
dy +

1−p
σ
ϕ(y−µ+q

σ
)1y∈[S− , S+]

q0
dy
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tive genotyping 49Alors,
P(Y ∈ [y , y + dy] et X = 0) = P(Y ∈ [y , y + dy] /X = 0) P(X = 0)

=
p

σ
ϕ

(
y − µ− q

σ

)
1y∈[S− , S+] dy +

1 − p

σ
ϕ

(
y − µ+ q

σ

)
1y∈[S− , S+] dyLa vraisemblan
e L pour une observation (X,Y ) s'é
rit :

L =
1 − p

σ
ϕ

(
y − µ+ q

σ

)
1X=−1 +

p

σ
ϕ

(
y − µ− q

σ

)
1X=1

+

{
1 − p

σ
ϕ

(
y − µ+ q

σ

)
+

p

σ
ϕ

(
y − µ− q

σ

)}
1X=0Test statistique (µ, q)A�n de 
al
uler la statistique de Wald, on introduit tout d'abord un lemme démontrédans le 
adre de 
ette thèse. La démonstration étant très lourde en terme de 
al
uls, ellen'est pas présentée i
i.Lemme 3.5 Soit Y ∼ N(µ, σ2), alors :1.

E
(
Y 21Y /∈[S−, S+]

)
= (µ2 + σ2) P(Y /∈ [S−, S+]) + σ (S+ + µ) ϕ

(
S+ − µ

σ

)

− σ (S− + µ) ϕ

(
S− − µ

σ

)2.
E
(
Y 1Y /∈[S−, S+]

)
= µ P(Y /∈ [S−, S+]) + σ ϕ

(
S+ − µ

σ

)
− σ ϕ

(
S− − µ

σ

)3.
E
{
(Y − µ)21Y /∈[S−, S+]

}
= σ2

P(Y /∈ [S−, S+]) + σ (S+ − µ) ϕ

(
S+ − µ

σ

)

− σ (S− − µ) ϕ

(
S− − µ

σ

)4.
E
{
(Y − µ)1Y /∈[S−, S+]

}
= σ ϕ

(
S+ − µ

σ

)
− σ ϕ

(
S− − µ

σ

)
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatif5.
E
{
(Y − µ)21Y ∈[S−, S+]

}
= σ2 − σ2

P(Y /∈ [S−, S+]) − σ (S+ − µ) ϕ

(
S+ − µ

σ

)

+ σ (S− − µ) ϕ

(
S− − µ

σ

)

Notation 3.6 On note A la quantité suivante :
A := σ2

{
γ + zγ+ ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}D'après le lemme 
i-dessus, on a A = EH0

{
(Y − µ)21Y /∈[S−, S+]

}.On pose θ = (µ, q) et θ0 = (µ, 0). Le 
al
ul de la fon
tion s
ore et de l'information deFisher est le suivant :
∂logL

∂q
|θ0 = −

(
y − µ

σ2

)
1X=−1 +

(
y − µ

σ2

)
1X=1 +

(
y − µ

σ2

)
(2p− 1)1X=0

(
∂logL

∂q
|θ0

)2

=
(y − µ)2

σ4
1X=−1 +

(y − µ)2

σ4
1X=1 +

(y − µ)2

σ4
(2p− 1)2 1X=0D'où :

I22(θ0) =
A
σ4

+
(2p− 1)2

σ4
(σ2 −A)De plus,

∂logL

∂µ
|θ0 =

y − µ

σ2
d'où I11(θ0) =

1

σ2

∂logL

∂q ∂µ
|θ0 =

1

σ2
1X=−1 − 1

σ2
1X=1 − 1

σ2
(2p− 1)1X=0Comme on se pla
e sous H0, PH0 {−1 | −1} = PH0 {1 | 1}. D'où :

I12(θ0) =
1

σ2
(2p− 1)On en déduit :

I−1
22 (θ0) =

σ4

4 A p(1 − p)
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tive genotyping 51On notera q̂ l'EMV de q. Il sera obtenu au moyen de l'algorithme EM présenté en annexe3.4.4. Comme le modèle est régulier :
√
n q̂

H0→ N( 0 , I−1
22 (θ0) )D'où le test :

W1 :=
2
√
n

σ2

√
A p(1 − p) q̂

H0→ N(0, 1)En appliquant le théorème 2.9 ave
 hn = h = (0, a) :
W1

Ha→ N

(
2a

σ2

√
A p(1 − p), 1

) (3.3)Deuxième stratégie (
omparaison de moyenne basée uniquementsur les phénotypes extrêmes)Test statistique (µ, q, σ)Soit δ̂ l'estimateur véri�ant :
δ̂ =

1

p
(Y − µ)1X=1 − 1

1 − p
(Y − µ)1X=−1D'après la formule (3.1) page 43, EHa

(δ̂) = 2q lorsque l'on se situe dans la situation ora
le.
δ̂ est don
 un estimateur sans biais de deux fois l'e�et QTL. Si l'on se repla
e désormaisdans le 
adre du sele
tive genotyping, on est tenté de dé�nir δ̂ de la manière suivante :

δ̂ =
1

p
(Y − µ)1X=1 − 1

1 − p
(Y − µ)1X=−1D'après le lemme 3.5 page 49 :

E

(
δ̂
)

=
1

p
E
(
Y − µ/X = 1

)
P(X = 1) − 1

1 − p
E
(
Y − µ/X = −1

)
P(X = −1)

= q (P {1 | 1} + P {−1 | −1}) + σ ϕ

(
S+ − µ− q

σ

)
− σ ϕ

(
S− − µ− q

σ

)

− σ ϕ

(
S+ − µ+ q

σ

)
+ σ ϕ

(
S− − µ+ q

σ

)Ce n'est don
 plus un bon estimateur de deux fois l'e�et QTL. Cependant, 
omme l'es-péran
e de δ̂ dépend de q, on va 
onstruire une statistique de test basée sur δ̂.On 
onstate que :
EH0

(
δ̂
)

= 0
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifD'où : VarH0

(
δ̂
)

= EH0

(
δ̂2
)On a :

δ̂2 =
1

p2
(Y − µ)2 1X=1 +

1

(1 − p)2
(Y − µ)2 1X=−1D'après le lemme 3.5 :

E

(
δ̂2
)

=
1

p2
E
{
(Y − µ)2/X = 1

}
P(X = 1) +

1

(1 − p)2
E
{
(Y − µ)2/X = −1

}
P(X = −1)

=
1

p
E
{
(Y − µ)21Y /∈[S−,S+]/X = 1

}
+

1

1 − p
E
{
(Y − µ)21Y /∈[S−,S+]/X = −1

}D'où :
EH0

(
δ̂2
)

=
A

p(1 − p)Ainsi, on peut dé�nir la statistique de test T2 
orrespondant à la deuxième stratégie.D'après le théorème 
entral limite :
T2 :=

∑n
j=1

1
p
(Yj − µ)1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − µ)1Xj=−1√

n A
p(1−p)

H0→ N(0, 1) (3.4)On utilise le développement limité à l'ordre 1 de la fon
tion exponentielle. Ainsi :
ϕ

(
S− − µ+ q

σ

)
=

1√
2π

e
− 1

2

�
S
−

− µ

σ

�2
{

1 − (S− − µ) q

σ2
+ o(q)

}Et on a également (en travaillant sur les intégrales) :
P {1 | 1} = Φ

(
S− − µ

σ

)
− q

σ
ϕ

(
S− − µ

σ

)
+ 1 − Φ

(
S+ − µ

σ

)
+

q

σ
ϕ

(
S+ − µ

σ

)
+ o(q)Il en dé
oule que :

EHa
(T2) →

2a√
A

p(1−p)

{
γ − z1−γ−ϕ(z1−γ−) + zγ+ϕ(zγ+)

}On peut remarquer que 
ette limite est égale à 2a
σ2

√
A p(1 − p).De plus, EHa

[
δ̂
]
→ 0.En appliquant Portmanteau (
ar ∀i ∈ {−1, 1}, Y/X = i→ N(µ, σ2) ) :

EHa

[
δ̂2
]
→ A

p(1 − p)
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tive genotyping 53D'où : VarHa

[
δ̂
]
→ VarH0

[
δ̂
]Ainsi :

T2
Ha→ N

(
2a

σ2

√
A p(1 − p), 1

) (3.5)Comme µ et σ sont in
onnus, on doit pro
éder à des ajustements sur la statistique detest T2.On peut rempla
er µ par µ̂, estimateur dépendant des phénotypes extrêmes. µ̂ peutêtre obtenu par maximum de vraisemblan
e ou par la méthode des moments, 
es deuxestimateurs étant √n 
onsistants.De plus, 
omme estimateur 
onsistant de A, on propose Â :
Â :=

1

n

n∑

j=1

(Yj − µ̂)21Xj 6=0Les lois asymptotiques de la statistique T2 demeurent in
hangées.Remarque 3.7 Il est possible de 
hoisir 
omme estimateur µ̂, la moyenne empirique, 
equi rend 
e test fa
ile à mettre en oeuvre. Cependant, dans 
e 
as, on utilise les phénotypesnon extrêmes dans l'analyse statistique.E�
a
ité du testOn se propose de 
al
uler l'e�
a
ité de 
e test de 
omparaison de moyenne en sele
tivegenotyping, relativement au test ora
le (µ, q, σ) où tous les génotypes sont 
onnus.Soit n⋆ le nombre total d'individus 
onsidérés pour une expérien
e en sele
tive genotyping.Jusqu'i
i, on avait 
onsidéré n⋆ = n. Si désormais, on pose ζ = n⋆

n
, alors :

T2 =

∑n⋆

j=1
1
p
(Yj − µ̂)1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − µ̂)1Xj=−1√

n⋆ Â
p(1−p)

H0→ N(0, 1)Et :
T2

Ha→ N

(
2a

σ2

√
ζ A p(1 − p), 1

)On s'intéressera plus parti
ulièrement au test unilatéral approprié lorsque a est supérieurà zéro.A�n de 
al
uler le ζ à partir duquel 
e test est plus puissant que le test ora
le (µ, q, σ),
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifon est amené à résoudre l'inéquation suivante (en supposant a > 0) :
zα − 2a

σ2

√
ζ A p(1 − p) < zα − 2a

√
p(1 − p)

σ

⇔ ζ >
σ2

AOn rappelle que ζeff désigne la valeur de ζ pour laquelle la puissan
e du test est égaleà 
elle test ora
le (µ, q, σ). I
i :
ζeff =

σ2

AD'où, l'e�
a
ité κ2 véri�e :
κ2 =

A
σ2Ainsi,

κ2 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) (3.6)Preuve du i) du théorèmeOn rappelle tout d'abord le i) du théorème :Si l'on 
onsidère un modèle statistique à trois paramètres (µ, q, σ), alors ∀p :i) κ1 = κ2 = κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)où κ1, κ2 et κ3 sont les e�
a
ités 
orrespondant aux stratégies une, deux et trois.A�n de prouver 
e point i), on remarque que la statistique T2 
orrespondant au test
(µ, q, σ) de la deuxième stratégie, et que la statistique de Wald W1 
orrespondant au test
(µ, q) de la première stratégie présentent les mêmes lois asymptotiques (
f. formule 3.5page 53 et formule 3.3 page 51). Or par dé�nition, le test de Wald (µ, q, σ) 
orrespondantà la première stratégie est supérieur ou égal en terme de puissan
e au test (µ, q, σ) de ladeuxième stratégie. On en déduit que 
es deux tests présentent les mêmes lois asympto-tiques.De la même manière, par dé�nition, le test de Wald (µ, q, σ) 
orrespondant à la troisièmestratégie est 
ompris en terme de puissan
e entre 
es deux derniers tests. On 
on
lut don
que les tests 
orrespondant aux trois stratégies présentent les mêmes puissan
es.Par 
onséquent, 
es trois tests présentent les mêmes e�
a
ités. D'après la formule (3.6)
i-dessus :

κ1 = κ2 = κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)
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tive genotyping 55Preuve du ii) du théorèmeOn rappelle tout d'abord le ii) du théorème :Si l'on 
onsidère un modèle statistique à trois paramètres (µ, q, σ), alors ∀p :ii) κ1, κ2 et κ3 atteignent leur maximum, M , pour γ+ = γ− =
γ

2
, où

M = γ + 2 zγ/2 ϕ(zγ/2)

ϕ(x) et zα désignant respe
tivement la densité d'une loi normale 
entrée réduite prise aupoint x, et le quantile d'ordre 1 − α d'une loi normale 
entrée réduite.A�n de prouver 
e point ii), on 
her
he à répondre à la question suivante : 
omment
hoisir γ+ et γ− a�n d'obtenir une e�
a
ité maximale ? On rappelle que l'on a la relation
γ+ + γ− = γ.Soit g(.) la fon
tion telle que : g(zγ+) = Φ−1

{
γ − 1 + Φ(zγ+)

}. Ainsi, z1−γ− = g(zγ+).A�n de maximiser κ1, il faut maximiser la fon
tion k1(.) dé�nie de la manière suivante :
k1(zγ+) = zγ+ϕ(zγ+) − g(zγ+) ϕ

{
g(zγ+)

}On a :
k′1(zγ+) = ϕ(zγ+) + zγ+ϕ

′(zγ+) − g′(zγ+) ϕ
{
g(zγ+)

}
− g(zγ+) g′(zγ+) ϕ′ {g(zγ+)

}

g′(zγ+) =
ϕ(zγ+)

ϕ(z1−γ−)Alors :
k′1(zγ/2) = ϕ(zγ/2) −

{
zγ/2

}2
ϕ(zγ/2) − ϕ(z1−γ/2) +

{
z1−γ/2

}2
ϕ(z1−γ/2) = 0On 
on
lut que l'e�
a
ité κ1 est maximale lorsque γ+ = γ− = γ

2
.Lemme présentant les di�érentes statistiques de testLemme 3.8 Si l'on 
onsidère un modèle statistique à trois paramètres (µ, q, σ), la sta-tistique de Wald W1, la statistique de 
omparaison de moyenne T2, la statistique de Wald

W3, 
orrespondant respe
tivement aux stratégies une, deux et trois :
W1 :=

2
√
n

σ̂2

√
Â p(1 − p) q̂1

T2 :=
√
p(1 − p)

{∑n
j=1

1
p
(Yj − Y )1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − Y )1Xj=−1√

n Â

}

W3 :=
2
√
n

σ̂2

√
Â p(1 − p) q̂3
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifprésentent les mêmes lois asymptotiques sous H0 et sous Ha, à savoir :
N(0, 1) et N

(
2a
√
A p(1 − p)

σ2
, 1

)

q̂1 et q̂3 désignent les EMV de q pour les stratégies une et trois alors que A, Â, Y sontdé�nis de la manière suivante :
Â =

1

n

n∑

j=1

(Yj − Y )21Xj 6=0 , Y =
1

n

n∑

j=1

Yj

A = σ2
{
γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ−ϕ(z1−γ−)

}
, σ̂2 =

1

n− 1

n∑

j=1

(Yj − Y )2Preuve.
f. preuve du théorème 3.3. A noter que les estimateurs σ̂2 et Â sont 
onsistants égalementsous Ha par 
ontiguïté.On peut remarquer que dans l'expression de la statistique T2, �gure la quantité Y . Or pardé�nition, la stratégie deux repose uniquement sur les phénotypes extrêmes. Cependant,il est possible de rempla
er Y dans l'expression de T2 par µ̂, estimateur de µ dépendantuniquement des phénotypes extrêmes. µ̂ peut être obtenu par maximum de vraisemblan
eou par la méthode des moments, 
es deux estimateurs étant √
n 
onsistants. Dans 
elemme, le 
hoix 
omme estimateur de µ a été porté sur Y , a�n de proposer une statistiquede test la plus simple possible.L'EMV q̂1 de q pour la stratégie une, pourra être obtenu par l'algorithme EM. Une versionde 
et algorithme est présentée en annexe 3.4.4 pour un modèle statistique (µ, q).L'EMV q̂3 de q pour la stratégie trois, pourra être 
al
ulé au moyen d'une méthode deNewton.Illustration graphiqueLa �gure 3.1 présente l'e�
a
ité en fon
tion de γ. Cette �gure a été réalisée sousl'hypothèse que l'on génotypait asymptotiquement autant d'individus à gau
he qu'à droite(γ+ = γ− = γ

2
).On 
onstate que l'e�
a
ité 
roît ave
 γ. De plus, lorsque γ = 0, l'e�
a
ité est nulle. Ene�et, la loi sous l'alternative est la même que 
elle sous l'hypothèse nulle (
f. lemme 3.8).Bien au 
ontraire, lorsque γ = 1, l'e�
a
ité est égale à un : les tests 
oïn
ident ave
 letest ora
le.
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γFig. 3.1 � E�
a
ité en fon
tion de γ (γ+ = γ− = γ
2
)3.3.3 Résultats se
ondairesOn présente, dans 
ette se
tion, des résultats à propos des di�érentes stratégies pourles modèles statistiques (µ, q) et (q).Résultat théorique pour le modèle (q)Corollaire 3.9 Si l'on 
onsidère un modèle statistique à un paramètre (q), alors :i) κ1 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + (2p− 1)2

{
1 − γ − zγ+ϕ(zγ+) + z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}ii) κ2 = 4 p (1 − p)
{
γ − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + zγ+ ϕ(zγ+)

}iii) κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) +
(2p− 1)2

1 − γ

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2 ∀γ 6= 1iv) κ1 = κ2 = κ3 ⇔ p =
1

2v) ∀p κ1, κ2 et κ3 sont maximum pour γ+ = γ− =
γ

2Preuve. La preuve est donnée en annexe 3.4.5.Contrairement au résultat obtenu pour un modèle (µ, q, σ), les trois stratégies sont i
iéquivalentes uniquement lorsque l'on 
onsidère une population ba
k
ross (p = 1/2).Comme tous les résultats établis dans 
e 
orollaire sont des résultats asymptotiques,on illustre en annexe 3.4.6 la 
onvergen
e vers l'asymptotique. Les résultats théoriques
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e d'un 
ara
tère quantitatifétablis sont très bons lorsque l'e�et QTL est très petit. Ils se 
omportent également trèsbien lorsque l'e�et du QTL grossit et 
e, quelle que soit la valeur de γ.Illustration graphique du modèle (q)Toutes les �gures de 
ette se
tion ont été réalisées sous l'hypothèse que l'on génotypaitasymptotiquement autant d'individus à gau
he qu'à droite (γ+ = γ− = γ
2
).La �gure 3.2 présente les di�érentes e�
a
ités en fon
tion de γ et pour quelques valeursde p 
hoisies.On remarque tout d'abord que lorsque γ = 1 et p = 1

4
, on a une e�
a
ité égale à un, pourles stratégies une et trois. Cela signi�e que 
es tests 
oïn
ident ave
 le test ora
le. Ce n'estpas étonnant 
ar l'ensemble des individus est génotypé. Cependant, si l'on s'intéresse à lastratégie deux, on remarque que l'e�
a
ité est d'environ 70% lorsque tous les individussont génotypés. Ce
i s'explique par le fait que le test 
oïn
ide alors, ave
 un test basésur une statistique T (
f. page 66) et qui est aussi puissant que le test ora
le uniquementlorsque p = 1

2
.Si désormais on observe le 
as γ = 0 et p = 1

4
, les puissan
es des tests asso
iés auxstratégies deux et trois sont nulles. Cependant, l'e�
a
ité de la stratégie une est de

(2p− 1)2 = 0.25.En�n, lorque p = 1
2
, les trois stratégies présentent la même e�
a
ité. Bien évidemment,lorsque p 6= 1

2
, on a κ1 > κ3 > κ2.La �gure 3.3 présente les e�
a
ités en fon
tion de p, et pour γ = 0.3. On observe ler�le symétrique que joue p pour 
ha
une des stratégies. Les trois stratégies 
oîn
identévidemment pour p = 1

2
. On 
onstate que la situation p = 1

2

orrespond à :� la pire des situations pour la stratégie une� la meilleure des situations pour la stratégie deuxL'e�
a
ité liée à la stratégie trois est 
onstante en raison du 
ontexte de symétrie (γ+ =

γ− = γ
2
).Pour �nir, les �gures 3.4 représentent les e�
a
ités, en fon
tion de p et γ, des tests
orrespondant aux stratégies une et deux. On peut fa
ilement en déduire l'évolution dela �gure 3.3 ave
 γ.
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Première stratégie Deuxième stratégieFig. 3.4 � E�
a
ité, en fon
tion de p et γ, des tests 
orrespondant aux stratégies une etdeux. De bas en haut, γ = 0.1 , 0.2 , 0.3 , 0.4 (γ+ = γ− = γ
2
)Résultat théorique pour le modèle (µ, q)Corollaire 3.10 Si l'on 
onsidère un modèle statistique à deux paramètres (µ, q) alorsles résultats sont identiques à 
eux énon
és en théorème 3.3.Preuve. La preuve est évidente au vu de la preuve du théorème 3.3. A noter que le testora
le (µ, q, σ) et le test ora
le (µ, q) présentent les mêmes puissan
es (
f. annexe 3.4.3).
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tive genotyping 613.3.4 Résumé des di�érents résultatsLes tables 3.1 et 3.2, résument les di�érents résultats obtenus à propos des di�érentesstratégies.
Modèle Stratégie Dé
entrement

(µ, q, σ) et (µ, q) 1, 2 et 3
2a
√

A p(1−p)

σ2

(q)

1
a
√

A+(2p−1)2(σ2−A)

σ2

2
2a
√

A p(1−p)

σ2

3 a
σ

√
A
σ2 +

(2p−1)2{ϕ(zγ+) −ϕ(z1−γ
−
)}2

1 −γTab. 3.1 � Table de dé
entrement
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Modèle Stratégie E�
a
ité
(µ, q, σ) et (µ, q) 1, 2 et 3 γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

(q)

1 γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ−ϕ(z1−γ−) + (2p− 1)2
{
1 − γ − zγ+ϕ(zγ+) + z1−γ−ϕ(z1−γ−)

}

2 4 p (1 − p)
{
γ − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + zγ+ ϕ(zγ+)

}

3 γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + (2p−1)2

1 −γ

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2Tab. 3.2 � Table d'e�
a
ité
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tive genotyping 633.3.5 Remarques générales sur la modélisation du sele
tive ge-notyping
A�n de modéliser le sele
tive genotyping, deux seuils �xes S− et S+ ont été 
onsidérés.Un individu est génotypé uniquement si la valeur du 
ara
tère quantitatif Y n'appartientpas à l'intervalle [S−, S+]. En 
hoisissant S+ et S− de telle sorte que PH0(Y /∈ [S−, S+]) =

γ, par la loi des grands nombres, le pour
entage d'individus génotypés tend asymptoti-quement vers γ, que l'on se trouve sous l'hypothèse nulle ou sous l'alternative lo
ale.Ainsi 
ette modélisation est en a

ord ave
 la dé�nition usuelle du sele
tive genotyping :le sele
tive genotyping 
onsiste à génotyper uniquement les γ% de la population présen-tant des phénotypes extrêmes.Dans Darvasi and Soller (1992), les auteurs 
onsidérent le 
as d'une population ba
k
ross(ie. p = 1/2) et s'intéressent à une 
omparaison de moyenne sur les phénotypes extrêmes.La di�éren
e ave
 notre appro
he est qu'ils 
onsidèrent des seuils qui varient ave
 l'e�etdu QTL. En e�et, les auteurs imposent P(Y /∈ [S−, S+]) = γ. Ils utilisent par la suite uneapproximation à propos des seuils qui n'a pas lieu d'être (
f. formule 1 et 2 de l'arti
le)puis des résultats sur des tailles é
hantillonales (
f. formule 24) non appli
ables pour unmodèle ave
 une alternative lo
ale.Il faudrait reprendre la preuve de 
et arti
le tout d'abord en utilisant une méthode deNewton pour le 
al
ul des seuils et non pas l'approximation proposée. L'e�et du QTLétant tel que q = a√
n
, les seuils S− et S+ dépendent don
 du nombre d'observations n, onne peut dès lors utiliser le théorème 
entral 
lassique, on se doit au 
ontraire d'utiliser lethéorème 
entral limite à la Lindeberg-Feller.Néanmoins, le 
hoix d'une telle modélisation des seuils n'est pas du tout justi�é :� on ne génotype qu'asymptotiquement un pour
entage γ de la population (par la loides grands nombres), 
e qui est in
hangé par rapport à notre modélisation.� si l'on souhaite étudier les stratégies une et trois, on est dans l'in
apa
ité de 
al
ulerles tests de Wald asso
iés. En e�et, le support de la vraisemblan
e 
hange ave
 l'e�etdu QTL q, l'information de Fisher est par 
onséquent inexistante.A noter que dans leur arti
le, Darvasi et Soller se pla
ent dans le 
as parti
ulier où

P(Y > S+) = P(Y < S−) = γ/2. Si l'on se repla
e dans 
e 
ontexte parti
ulier, nousobtenons malgré tout le même résultat �nal que 
elui présenté en formule (27) de l'arti
le,à savoir que l'on doit multiplier le nombre d'individus par ζeff = γ + 2 zγ/2 ϕ(zγ/2) pourque le test sur les extrêmes et le test ora
le aient même puissan
e.
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatif3.4 Annexe3.4.1 Test de Wald (µ, q, σ) (situation ora
le)On 
onsidére tout d'abord le test de Wald dans un modèle statistique à deux para-mètres (µ, q). On pose θ = (µ, q) et θ0 = (µ, 0).La vraisemblan
e L pour une observation (X,Y ) s'é
rit :
L =

p

σ
ϕ

(
y − µ− q

σ

)
1X=1 +

1 − p

σ
ϕ

(
y − µ+ q

σ

)
1X=−1

∂logL

∂µ
=

(
y − µ− q

σ2

)
1X=1 +

(
y − µ+ q

σ2

)
1X=−1

∂2logL

∂µ2
= − 1

σ2
d'où I11(θ0) =

1

σ2

∂logL

∂q
=

(
y − µ− q

σ2

)
1X=1 −

(
y − µ+ q

σ2

)
1X=−1

∂2logL

∂q2
= − 1

σ2
d'où I22(θ0) =

1

σ2

∂logL

∂µ ∂q
= − 1

σ2
1X=1 +

1

σ2
1X=−1

I12(θ0) =
1

σ2
(2p− 1)On a don
 :

Iθ0 =

(
1
σ2

1
σ2 (2p− 1)

1
σ2 (2p− 1) 1

σ2

)

L'EMV θ̂ est tel que θ̂ = (µ̂, q̂) où µ̂ et q̂ sont les EMV respe
tifs de µ et q.On souhaite tester :
H0 : q = 0 vs H1 : q 6= 0



3.4. Annexe 65Le modèle étudié étant régulier, on applique le théorème 2.9. Ainsi, le test de Wald estle suivant : √
n q̂

H0→ N( 0 , I−1
22 (θ0) )On a :

I−1
θ0

=
σ2

4(1 − p)p

(
1 1 − 2p

1 − 2p 1

)D'où la statistique de test W :
W :=

√
n

2
√

(1 − p)p

σ
q̂

H0→ N(0, 1)Le théorème 2.9, basé prin
ipalement sur les résultats du premier et troisième lemmede Le Cam, nous permet de 
al
uler trés fa
ilement le phénomène de translation quis'observe lorsque l'on passe de la loi asymptotique sous l'hypothèse nulle à 
elle sous unealternative 
ontiguë. I
i, le hn du théorème 2.9 est tel que : hn = h = (0, a). On en déduit,
W

Ha→ N

(
2a
√
p(1 − p)

σ
, 1

)Par dé�nition, le test de Wald (µ, q, σ) est supérieur ou égal en terme de puissan
e autest ora
le (µ, q, σ) présenté en se
tion 3.2.2. Or on 
onstate que le test de Wald (µ, q)possède les mêmes lois asymptotiques que le test ora
le (µ, q, σ). On en déduit don
 quele test de Wald (µ, q, σ) et le test ora
le (µ, q, σ) possèdent les mêmes lois asymptotiques.3.4.2 Test statistique ora
le (q)On suppose i
i que µ et σ sont 
onnus. On a don
 désormais un modèle statistiqueà un paramètre (q). Au vu de la se
tion 3.2.2, on est tenté d'utiliser l'analogue de lastatistique de test T (
f. formule 3.2 page 44) mais à µ 
onnu. On a dès lors :
T =

∑n
j=1

1
p
(Yj − µ) 1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − µ) 1Xj=−1

σ
√

n
p(1−p)

T
H0→ N(0, 1)

T
Ha→ N

(
2a
√
p(1 − p)

σ
, 1

)



66 Chapitre 3. Sele
tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatifCependant, 
e test n'est pas le meilleur test à e�e
tuer. Lorsque l'on utilise un test deWald, les 
al
uls de l'annexe 3.4.1 permettent d'obtenir immédiatement l'EMV q̂ de q :
q̂ =

1

n

n∑

j=1

(Yj − µ)1Xj=1 − (Yj − µ)1Xj=−1En utilisant I22(θ0) de l'annexe 3.4.1, la statistique de Wald W s'é
rit :
W =

∑n
j=1(Yj − µ)1Xj=1 − (Yj − µ)1Xj=−1

σ
√
nSoit q̂1 l'EMV de q si l'on dispose uniquement d'une observation.

q̂1 = (Y − µ)1X=1 − (Y − µ)1X=−1

EH0 (q̂1) = 0 et EH0

(
q̂2
1

)
= σ2D'où par le thèorème 
entral limite :

W
H0→ N(0, 1)De plus :

EHa
(q̂1) = q et VarHa

(q̂1) → σ2D'où par le thèorème 
entral limite :
W

Ha→ N
(

a
σ
, 1
)On remarque que :

{W = T} ⇔
{
p =

1

2

}Et le test à partir de W est toujours au moins plus puissant que 
elui à partir de T
ar on a toujours p(1 − p) 6
1
4
. Ce
i n'est pas étonnant 
ar l'estimateur du maximumde vraisemblan
e est optimal sous 
ertaines 
onditions véri�ées dans le 
adre de notremodèle (Van der Vaart, 1998).3.4.3 Test statistique ora
le (µ, q)On 
onsidère un modèle statistique à deux paramètres (µ, q). Le test statistique basésur la statistique de test T (
f. formule 3.2 page 44) représente le test ora
le (µ, q). Cetest présente les mêmes lois asymptotiques que le test de Wald (µ, q) (
f. annexe 3.4.1).



3.4. Annexe 673.4.4 Algorithme EM pour la première stratégieOn 
onsidère un modèle statistique à deux paramètres (µ, q). On dé�nit µ−1 et µ1 detelle sorte que :
µ−1 = µ− q , µ1 = µ+ qA�n de 
al
uler µ̂−1 et µ̂1 EMV respe
tivement de µ−1 et µ1, on utilisera l'algorithmeEM : l'expression de la vraisemblan
e 
i dessus n'étant pas fa
ilement maximisable. Na-turellement, µ̂ = (µ̂−1 + µ̂1)/2 et q̂ = (µ̂1 − µ̂−1)/2.On observe X et non pas X : on dé�nit par 
onséquent l'ensemble des données 
om-plètes par R = (R1, ..., Rn) où Rj = (Xj, Yj). A défaut d'utiliser le ve
teur de paramètres

θ = (µ, q), on introduit le ve
teur de paramètres Ψ = (µ−1, µ1) par sou
is de 
larté pourla présentation de l'algorithme EM.La vraisemblan
e L(R; Ψ) des données 
omplètes s'é
rit :
L(R; Ψ) =

n∏

j=1

{
1 − p

σ
ϕ

(
yj − µ−1

σ

)
1Xj=−1

}{
p

σ
ϕ

(
yj − µ1

σ

)
1Xj=1

}

logL(R; Ψ) =
n∑

j=1

log

{
1 − p

σ
ϕ

(
yj − µ−1

σ

)}
1Xj=−1 + log

{
p

σ
ϕ

(
yj − µ1

σ

)}
1Xj=1Sa
hant la valeur 
ourante ΨN à l'itération N , la phase dite expe
tation (E) 
onsisteen la détermination de la fon
tion Q(Ψ,ΨN), dé�nie de la manière suivante :

Q(Ψ,ΨN) = EX/Y =y,X,Ψ=ΨN {logL(R,Ψ)}On a :
P(X = 1/Y = y,X,Ψ = ΨN) = 1X=1 +

p ϕ(
y−µN

1

σ
)

p ϕ(
y−µN

1

σ
) + (1 − p) ϕ(

y−µN
−1

σ
)
1X=0

P(X = −1/Y = y,X,Ψ = ΨN) = 1X=−1 +
(1 − p) ϕ(

y−µN
−1

σ
)

p ϕ(
y−µN

1

σ
) + (1 − p) ϕ(

y−µN
−1

σ
)
1X=0
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e d'un 
ara
tère quantitatifD'où,
Q(Ψ,ΨN) =

n∑

j=1

log

{
1 − p

σ
ϕ

(
yj − µ−1

σ

)}
1Xj=−1 + log

{
p

σ
ϕ

(
yj − µ1

σ

)}
1Xj=1

+
p ϕ(

yj−µN
1

σ
)

p ϕ(
yj−µN

1

σ
) + (1 − p) ϕ(

yj−µN
−1

σ
)

log

{
p

σ
ϕ

(
yj − µ1

σ

)}
1Xj=0

+
(1 − p) ϕ(

yj−µN
−1

σ
)

p ϕ(
yj−µN

1

σ
) + (1 − p) ϕ(

yj−µN
−1

σ
)

log

{
1 − p

σ
ϕ

(
yj − µ−1

σ

)}
1Xj=0Lors de la phase dite maximisation (M), on a
tualise la valeur 
ourante du paramètreen maximisant la fon
tion obtenue à la phase E par rapport à Ψ, soit :

ΨN+1 = argmaxΨ Q(Ψ,ΨN)

∂Q

∂µ−1

=
n∑

j=1

yj − µ−1

σ2

{
1Xj=−1 +

(1 − p) ϕ(
yj−µN

−1

σ
)

p ϕ(
yj−µN

1

σ
) + (1 − p) ϕ(

yj−µN
−1

σ
)
1Xj=0

}

∂Q

∂µ1

=
n∑

j=1

yj − µ1

σ2

{
1Xj=1 +

p ϕ(
yj−µN

1

σ
)

p ϕ(
yj−µN

1

σ
) + (1 − p) ϕ(

yj−µN
−1

σ
)
1Xj=0

}En annulant les dérivées 
i-dessus, on obtient les estimateurs 
orrespondant à la N + 1ème itération :
µN+1
−1 =

∑n
j=1 yj

{
1Xj=−1 +

(1−p) ϕ(
yj−µN

−1
σ

)

p ϕ(
yj−µN

1
σ

)+(1−p) ϕ(
yj−µN

−1
σ

)

1Xj=0

}

∑n
j=1 1Xj=−1 +

(1−p) ϕ(
yj−µN

−1
σ

)

p ϕ(
yj−µN

1
σ

)+(1−p) ϕ(
yj−µN

−1
σ

)

1Xj=0

µN+1
1 =

∑n
j=1 yj

{
1Xj=1 +

p ϕ(
yj−µN

1
σ

)

p ϕ(
yj−µN

1
σ

)+(1−p) ϕ(
yj−µN

−1
σ

)

1Xj=0

}

∑n
j=1 1Xj=1 +

p ϕ(
yj−µN

1
σ

)

p ϕ(
yj−µN

1
σ

)+(1−p) ϕ(
yj−µN

−1
σ

)

1Xj=0Remarque 3.11 Cet algorithme est présenté i
i dans le 
adre d'un modèle statistiqueà deux paramètres. On peut fa
ilement le généraliser pour un modèle statistique à unparamètre ou en
ore trois paramètres lorsque la varian
e est in
onnue.



3.4. Annexe 693.4.5 Preuve du 
orollaire 3.9Première stratégieD'après les 
al
uls de l'information de Fisher, présents dans la preuve du théorème3.3, le test de Wald pour un modèle (q) et qui 
orrespond à la première stratégie est lesuivant :
W1 :=

√
n

σ2

√
A + (2p− 1)2(σ2 −A) q̂

H0→ N(0, 1)A�n d'étudier la puissan
e de 
e test, on applique le théorème 2.9 ave
 hn = h = a. Ainsi,
W1

Ha→ N
( a
σ2

√
A + (2p− 1)2(σ2 −A), 1

)En utilisant 
omme test de référen
e, le test statistique ora
le (q) (
f. annexe 3.4.2), onobtient fa
ilement l'e�
a
ité κ1 
orrespondant à la première stratégie :
κ1 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + (2p− 1)2

{
1 − γ − zγ+ϕ(zγ+) + z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}Deuxième stratégieD'après la preuve du théorème 3.3 (
f. formule 3.4 page 52), la statistique T2 pour unmodèle (q) est la suivante :
T2 =

∑n
j=1

1
p
(Yj − µ)1Xj=1 − 1

1−p
(Yj − µ)1Xj=−1√

n A
p(1−p)

H0→ N(0, 1)On avait trouvé :
T2

Ha→ N(0, 1) , T2
Ha→ N

(
2a

σ2

√
A p(1 − p), 1

)En utilisant 
omme test de référen
e, le test statistique ora
le (q) (
f. annexe 3.4.2), onobtient fa
ilement l'e�
a
ité κ2 
orrespondant à la deuxième stratégie :
κ2 = 4 p (1 − p)

{
γ − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + zγ+ ϕ(zγ+)

}Troisième stratégieOn présente i
i le test de Wald dans un modèle statistique à un paramètre (q). On note
θ = (q) et θ0 = (0). On suppose γ 6= 1. La vraisemblan
e L à partir d'une observations'é
rit :

L =
1 − p

σ
ϕ

(
y − µ+ q

σ

)
1X=−1 +

p

σ
ϕ

(
y − µ− q

σ

)
1X=1 + P(X = 0) 1X=0
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∂logL

∂q
|θ0 = −y − µ

σ2
1X=−1 +

y − µ

σ2
1X=1 +

(1 − 2p) ϕ
(
zγ+

)
+ (2p− 1) ϕ

(
z1−γ−

)

σ(1 − γ)
1X=0

(
∂logL

∂q
|θ0

)2

=
(y − µ)2

σ4
1X=−1 +

(y − µ)2

σ4
1X=1

+

[
(1 − 2p) ϕ

(
zγ+

)
+ (2p− 1) ϕ

(
z1−γ−

)

σ(1 − γ)

]2

1X=0D'où
Iθ0 =

A
σ4

+

{
(1 − 2p) ϕ

(
zγ+

)
+ (2p− 1) ϕ

(
z1−γ−

)}2

σ2(1 − γ)On notera q̂ l'EMV de q. Il pourra être 
al
ulé par la méthode de Newton. Le test deWald est le suivant : √
n q̂

H0→ N( 0 , I−1
θ0

)D'où la statistique de test W3 
orrespondant à la troisième stratégie :
W3 :=

√
n

[
A
σ4

+

{
(1 − 2p) ϕ

(
zγ+

)
+ (2p− 1) ϕ

(
z1−γ−

)}2

σ2(1 − γ)

]1/2

q̂
H0→ N(0, 1)Alors, en appliquant le théorème 2.9 ave
 hn = h = a, on a :

W3
Ha→ N(a

√
Iθ0 , 1)En utilisant 
omme test de référen
e, le test statistique ora
le (q) (
f. annexe 3.4.2), onobtient fa
ilement l'e�
a
ité κ3 
orrespondant à la troisième stratégie :

κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) +
(2p− 1)2

1 − γ

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2 ∀γ 6= 1Optimisation du génotypageOn 
her
he à répondre à la question suivante : 
omment 
hoisir γ+ et γ− a�n d'obtenirdes e�
a
ités maximales ? On rappelle que l'on a la relation γ+ + γ− = γ.On étudie i
i les di�érentes stratégies. A�n de fa
iliter les 
al
uls, on traite tout d'abordla deuxième stratégie.On 
her
he tout d'abord à maximiser l'e�
a
ité κ2. On rappelle que :
κ2 = 4 p (1 − p)

{
γ − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + zγ+ ϕ(zγ+)

}



3.4. Annexe 71Soit g(.) la fon
tion telle que : g(zγ+) = Φ−1
{
γ − 1 + Φ(zγ+)

}. Ainsi, z1−γ− = g(zγ+).A�n de maximiser κ2, il faut maximiser la fon
tion k2(.) dé�nie de la manière suivante :
k2(zγ+) = zγ+ϕ(zγ+) − g(zγ+) ϕ

{
g(zγ+)

}On a :
k′2(zγ+) = ϕ(zγ+) + zγ+ϕ

′(zγ+) − g′(zγ+) ϕ
{
g(zγ+)

}
− g(zγ+) g′(zγ+) ϕ′ {g(zγ+)

}

g′(zγ+) =
ϕ(zγ+)

ϕ(z1−γ−)Alors :
k′2(zγ/2) = ϕ(zγ/2) −

{
zγ/2

}2
ϕ(zγ/2) − ϕ(z1−γ/2) +

{
z1−γ/2

}2
ϕ(z1−γ/2) = 0On 
on
lut que l'e�
a
ité κ2 de la stratégie deux est maximum lorsque γ+ = γ− = γ

2
.On 
her
he désormais à maximiser l'e�
a
ité κ1. On rappelle que :

κ1 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + (2p− 1)2
{
1 − γ − zγ+ϕ(zγ+) + z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}Il faut maximiser la fon
tion k1(.) dé�nie de la manière suivante :
k1(zγ+) = k2(zγ+) − k2(zγ+) (2p− 1)2Dés lors :
k′1(zγ+) = k′2(zγ+) − k′2(zγ+) (2p− 1)2Comme k′2(zγ/2) = 0, on a k′1(zγ/2) = 0.On 
on
lut que l'e�
a
ité κ1 de la première stratégie est maximum lorsque γ+ = γ− = γ

2
.On 
her
he désormais à maximiser l'e�
a
ité κ3. On rappelle que :

κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) +
(2p− 1)2

1 − γ

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2 ∀γ 6= 1Il faut maximiser la fon
tion k3(.) dé�nie de la manière suivante :
k3(zγ+) = k2(zγ+) +

(2p− 1)2

1 − γ

[
ϕ
{
g(zγ+)

}
− ϕ(zγ+)

]On a :
k′3(zγ+) = k′2(zγ+) +

(2p− 1)2

1 − γ
2
[
g′(zγ+)ϕ′ {g(zγ+)

}
− ϕ′(zγ+)

] [
ϕ
{
g(zγ+)

}
− ϕ(zγ+)

]Alors k′3(zγ/2) = 0.On 
on
lut que l'e�
a
ité κ3 de la troisième stratégie est maximum lorsque γ+ = γ− = γ
2
.
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tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatif3.4.6 Convergen
e vers l'asymptotiqueOn 
onsidère i
i un modèle (q) et la deuxième stratégie.Comparaison puissan
e théorique/puissan
e par Monte CarloEn utilisant un test unilatéral de niveau α, la puissan
e théorique du test, β2, véri�e(
f. annexe 3.4.5) :
β2 = P

(
Z > zα − 2a

σ2

√
A p(1 − p)

) où Z ∼ N(0, 1)A�n de valider 
e résultat asymptotique, on se propose de 
omparer la puissan
e théoriqueétablie 
i-dessus, β2, ave
 la puissan
e 
al
ulée par une méthode de Monte-Carlo, notée
βMC . On présentera également un intervalle de 
on�an
e à 95% pour la vraie valeur dela puissan
e :

IC =


 βMC − 1.96

√
βMC(1 − βMC)

nbech
; βMC + 1.96

√
βMC(1 − βMC)

nbech


où nbech désigne le nombre d'é
hantillonsLes paramètres suivants ont été 
onsidérés : p = 1

2
, a = 2, µ = 0, σ = 1.On rappelle que q = a√

n
. Les simulations ont été réalisées sous la 
ondition γ+ = γ− = γ

2
.La table 3.3 page 73 présente pour n = 10000 la puissan
e théorique et la puissan
e parMonte-Carlo, en fon
tion du pour
entage d'individus génotypés γ. A�n de 
al
uler lapuissan
e par Monte-Carlo, 10000 é
hantillons de taille n ont été 
onsidérés. On observesur 
ette table que quel que soit γ, la puissan
e théorique 
al
ulée appartient à l'intervallede 
on�an
e à 95% de la vraie valeur de la puissan
e.On établit les mêmes 
on
lusions lorque l'on 
onsidère n = 100 (
f table 3.4), n = 50 (
ftable 3.5), n = 30 (
f table 3.6), qui 
orrespondent respe
tivement à q = 0.22, q = 0.2828,

q = 0.3651 .En 
on
lusion, les résultats théoriques établis sont très bons pour des e�ets du QTL trèspetits. Lorsque l'e�et grossit, ils se 
omportent également très bien et 
e quelle que soitla valeur du paramètre γ.
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γ βMC β2 IC en %

0.1 37.4% 37.45% [36.45 ; 38.35]
0.2 48.69% 48.61% [47.70 ; 49.67]
0.3 54.62% 54.77% [53.64 ; 55.60]
0.4 58.69% 58.58% [57.72 ; 59.66]
0.5 61.54% 60.93% [60.59 ; 62.49]
0.6 62.77% 62.33% [61.82 ; 63.72]
0.7 63.38% 63.13% [62.44 ; 64.32]
0.8 63.85% 63.52% [62.91 ; 64.79]
0.9 64.06% 63.68% [63.12 ; 65.00]
1 64.11% 63.68% [63.17 ; 65.05]Tab. 3.3 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion dupour
entage de génotypés γ (nbech = 10000, n = 10000, q = 2√

10000
= 0.02)

γ βMC β2 IC en %
0.1 37.81% 37.45% [36.86 ; 38.76]
0.2 48.14% 48.61% [47.16 ; 49.12]
0.3 54.90% 54.77% [53.92 ; 55.88]
0.4 58.02% 58.58% [57.05 ; 58.99]
0.5 59.81% 60.93% [58.85 ; 60.77]
0.6 62.84% 62.33% [61.89 ; 63.79]
0.7 62.73% 63.13% [61.78 ; 63.68]
0.8 63.36% 63.52% [62.42 ; 64.30]
0.9 63.69% 63.68% [62.75 ; 64.63]
1 63.36% 63.68% [62.42 ; 64.30]Tab. 3.4 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion dupour
entage de génotypés γ (nbech = 10000, n = 100, q = 2√

100
= 0.2)
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γ βMC β2 IC en %

0.1 38.38% 37.45% [37.43 ; 39.33]
0.2 48.22% 48.61% [47.24 ; 49.20]
0.3 55.07% 54.77% [54.10 ; 56.04]
0.4 57.71% 58.58% [56.74 ; 58.68]
0.5 60.68% 60.93% [59.72 ; 61.64]
0.6 63.30% 62.33% [62.36 ; 64.24]
0.7 63.28% 63.13% [62.34 ; 64.22]
0.8 64.18% 63.52% [63.24 ; 65.12]
0.9 63.20% 63.68% [62.25 ; 64.15]
1 63.64% 63.68% [62.70 ; 64.58]Tab. 3.5 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion dupour
entage de génotypés γ (nbech = 10000, n = 50, q = 2√

50
= 0.2828)

γ βMC β2 IC en %
0.1 38.27% 37.45% [37.32 ; 39.22]
0.2 48.80% 48.61% [47.82 ; 49.78]
0.3 54.64% 54.77% [53.66 ; 55.62]
0.4 58.60% 58.58% [57.63 ; 59.57]
0.5 61.48% 60.93% [60.53 ; 62.43]
0.6 61.73% 62.33% [60.78 ; 62.68]
0.7 63.21% 63.13% [62.26 ; 64.16]
0.8 63.27% 63.52% [62.33 ; 64.21]
0.9 63.79% 63.68% [62.85 ; 64.73]
1 63.56% 63.68% [62.62 ; 64.50]Tab. 3.6 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion dupour
entage de génotypés γ (nbech = 10000, n = 30, q = 2√

30
= 0.3651)



3.4. Annexe 75Comparaison puissan
e théorique / puissan
e par Monte-Carlo en fon
tiondu ratio ζA�n de valider les résultats asymptotiques au sujet de l'e�
a
ité, on se propose de
omparer la puissan
e théorique et la puissan
e par une méthode de Monte-Carlo, touten faisant varier le ratio ζ.Les valeurs des paramètres étudiés sont les suivantes : γ = 32%, a = 2, σ = 1. On supposeégalement que γ+ = γ− = γ
2
.Pour 
ette 
on�guration, ζeff = 1.2439, 
e qui 
orrespond à une e�
a
ité théorique

κ2 = 80.39%. La table 3.7 présente pour n = 500 observations, les puissan
es théoriques(β2) et empiriques (βMC) en fon
tion du ratio ζ. On remarque que β2 se situe quel quesoit ζ dans l'intervalle de 
on�an
e à 95% de la vraie valeur de la puissan
e.On étudie désormais un e�et QTL q = 0.1. Si on 
onsidère toujours n = 500, 
omme
q = a√

n
, alors a = 2.24. Cependant, ζeff est in
hangé 
ar il ne dépend ni de a et ni de n.On étudie également le 
as a = 2.5 et n = 500.Les tables 3.8 et 3.9 traduisent le bon 
omportement de β2 quel que soit ζ.

ζ βMC β2 IC en %
1 55.51% 55.69% [55.07 ; 55.95]

1.24 63.59% 63.56% [63.17 ; 64.01]
1.3 65.33% 65.34% [64.91 ; 65.75]
1.5 70.96% 70.76% [70.56 ; 71.36]Tab. 3.7 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion duratio ζ (nbech = 50000, n = 500, n⋆ = ζn, q = 2√

500
= 0.089)



76 Chapitre 3. Sele
tive genotyping en présen
e d'un 
ara
tère quantitatif
ζ βMC β2 IC en %
1 63.98% 64.00% [63.56 ; 64.40]

1.24 72.29% 72.12% [71.90 ; 72.68]
1.3 73.76% 73.89% [73.37 ; 74.15]
1.5 79.38% 79.10% [79.03 ; 79.73]Tab. 3.8 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion duratio ζ (nbech = 50000, n = 500, n⋆ = ζn, q = 2.24√

500
= 0.1)

ζ βMC β2 IC en %
1 72.36% 72.29% [71.97 ; 72.75]

1.24 80.15% 80.12% [79.80 ; 80.50]
1.3 81.65% 81.75% [81.31 ; 81.99]
1.5 86.55% 86.33% [86.25 ; 86.85]Tab. 3.9 � Puissan
e théorique (β2) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) en fon
tion duratio ζ (nbech = 50000, n = 500, n⋆ = ζn, q = 2.5√

500
= 0.1118)



Chapitre 4Sele
tive genotyping en présen
e dedeux 
ara
tères quantitatifs 
orrélés
4.1 Introdu
tionDans 
e 
hapitre, on s'intéresse à deux 
ara
tères quantitatifs 
orrélés Y et Z. Lamotivation est de savoir s'il existe un QTL a�e
tant le 
ara
tère Z.Les 
ontraintes sont les suivantes :� le phénotype Z est di�
ile à mesurer pour des raisons biologiques� les 
oûts dus au génotypage sont relativement élevésLe phénotype Y étant bien plus fa
ile à mesurer, un sele
tive genotyping est e�e
tué sur
Y . Pour 
haque Y extrême, on génotype l'individu et on mesure son phénotype Z.A l'instar du 
hapître 3, on se pla
e sur un marqueur génétique. Deux stratégies di�érentespour l'analyse statistique en sele
tive genotyping sont étudiées :� la première 
onsiste à 
onserver dans l'analyse statistique, tous les phénotypes,même les phénotypes qui ne sont pas 
onsidérés 
omme extrêmes et pour lesquelsnous ne disposons pas du génotype� la deuxième est basée sur la 
onservation uniquement des phénotypes extrêmesLes tests 
orrespondant aux deux stratégies seront des tests de Wald et tous 
es testsseront 
omparés en terme d'e�
a
ité au test ora
le, 
elui où tous les génotypes ainsi quetous les phénotypes Z sont 
onnus.A travers 
ette étude théorique, on 
her
he non seulement à proposer di�érents tests pourla déte
tion de QTL mais également à quanti�er l'apport des phénotypes non extrêmesdans l'analyse statistique.On s'intéresse par la suite à la question de l'optimisation du génotypage en sele
tive77



78Chapitre 4. Sele
tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélésgenotyping.Les prin
ipaux résultats obtenus lors de 
ette étude du sele
tive genotyping sont énon
ésen théorème 4.3 page 80.4.2 Test statistique en l'absen
e de 
ensure4.2.1 Modèle en l'absen
e de 
ensureComme dans le 
hapitre pré
édent, X est la v.a. 
orrespondant au génotype au QTL.On observe désormais non plus un seul phénotype Y mais deux phénotypes, Y et Z. Lemodèle pour 
es deux v.a. s'é
rit :
( YZ ) =

(
µY + qYX
µZ + qZX

)
+ εoù

ε ∼ N

(( 00 ) ,

(
σ2 r σ2

r σ2 σ2

))On supposera r /∈ {−1, 1}. De plus, r et σ2 seront supposés 
onnus.On notera µY X et µZX les quantités telles que : µY X = µY + qYX et µZX = µZ + qZX.En�n, On 
onsidèrera un é
hantillon de n observations (Xj, Yj, Zj) iid.Remarque 4.1 qZ (resp. qY ) désigne l'e�et du QTL sur le phénotype Z (resp. Y ).4.2.2 Test statistique ora
le (µZ , qZ)A�n de tester la présen
e d'un QTL a�e
tant le phénotype Z, on 
onfronte les 2hypothèses suivantes :
H0Z : qZ = 0 vs H1Z : qZ 6= 0Plus pré
isément, on utilisera une alternative lo
aleHbZ : qZ = b√

n
où b est une 
onstante.D'après l'annexe 3.4.3 du 
hapitre 3, la statistique de test est la suivante :

T :=

∑n
j=1

1
p
(Zj − Z)1Xj=1 − 1

1−p
(Zj − Z)1Xj=−1

σ
√

n
p(1−p)Les lois asymptotiques sont les suivantes :

T
H0Z→ N(0, 1) T

HbZ→ N

(
2 b
√
p(1 − p)

σ
, 1

)où Z = 1
n

∑n
j=1 Zj
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tive genotyping 794.3 Etude des di�érentes stratégies en sele
tive geno-typing4.3.1 ModèleOn dispose de l'ensemble des phénotypes Y . Cependant, pour un individu donnéprésentant un phénotype Y , on ne dispose du deuxième phénotype Z et du génotype auQTL X, uniquement si le phénotype Y est extrême ( i.e. Y /∈ [S− , S+] où S− et S+ sontdeux seuils quel
onques). Ainsi, on observe non pas la v.a. X mais la v.a. X (
f. se
tion3.3.1 du 
hapitre 3).4.3.2 E�
a
ités et puissan
es des tests 
orrespondant aux di�é-rentes stratégies (résultats prin
ipaux)On rappelle tout d'abord brièvement les di�érentes stratégies énon
ées en introdu
tion(
f. se
tion 4.1) :� la stratégie une est basée sur la 
onservation de l'ensemble des phénotypes� la stratégie deux est basée sur la 
onservation uniquement des phénotypes extrêmesPour 
ha
une des stratégies, a�n de tester la présen
e de QTL, on 
onfronte les deuxhypothèses suivantes :
H0Z : qZ = 0 vs H1Z : qZ 6= 0Plus pré
isément, on utilise 
omme hypothèse alternative, une alternative lo
ale HbZ :

qZ = b√
n
où b est une 
onstante.Le théorème 4.3 énon
é dans 
ette se
tion, résume les prin
ipaux résultats obtenus enterme d'e�
a
ité quant aux di�érentes stratégies.Le test ora
le sert de test de référen
e. Tous les tests 
onsidérés sont des tests unilatéraux.Notation 4.2 Les hypothèses sur qY sont les suivantes :� H0Y : qY = 0� HaY : qY = a√

n
où a est une 
onstante



80Chapitre 4. Sele
tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélésThéorème présentant les di�érentes e�
a
itésThéorème 4.3 Soient κ̃1 et κ̃2 les e�
a
ités 
orrespondant respe
tivement aux stratégiesune et deux énon
ées en se
tion 4.1.Soient γ, γ+ et γ−, les quantités respe
tives PH0Y
(Y /∈ [S−, S+]) , PH0Y

(Y > S+)et PH0Y
(Y < S−).Alors, si l'on 
onsidère un modèle statistique à quatre paramètres (µZ , qZ , µY , qY ), ∀p :i) κ̃1 = κ̃2 =

{
1 − r2

γ
+
r2

κ1

}−1ii) κ̃1 et κ̃2 atteignent leur maximum, M̃ , pour γ+ = γ− =
γ

2
, où

M̃ =

{
1 − r2

γ
+
r2

M

}−1où κ1 et M désignent les quantités présentées en théorème 3.3 page 46.Ainsi, les deux stratégies présentent la même e�
a
ité : il n'y a don
 au
un gain depuissan
e à 
onsidérer les phénotypes non extrêmes dans l'analyse statistique et 
e, quelque soit p. On rappelle que dans le modèle étudié, le 
as p = 1/2 
orrespond à unepopulation ba
k
ross.De plus, 
omme dans le 
as d'un sele
tive genotyping en présen
e d'un seul 
ara
tèrequantitatif, les e�
a
ités 
orrespondant aux di�érentes stratégies sont maximum lorquel'on génotype asymptotiquement le même pour
entage d'individus à droite qu'à gau
he :
γ+ = γ− = γ

2
.En�n, on remarquera dans la preuve du théorème 
i-dessous que les di�érents tests dedéte
tion de QTL a�e
tant Z présentent des puissan
es indépendantes de l'e�et QTL sur

Y , pour des raisons de 
ontiguïté.Preuve du théorèmePréliminairesOn suppose tout d'abord l'absen
e de 
ensure : on a 
onnaissan
e de Z et X quelleque soit la valeur de Y .A�n d'e�e
tuer la régression linéaire de Z/X sur Y/X que l'on nommera Z̃/X, on dé�nitle produit s
alaire suivant, pour deux v.a. U1 et U2 à valeurs dans R :
< U1 , U2 > = E [U1U2]
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tive genotyping 81On a :
Z̃/X = < Z/X ,

Y/X − µY X

σ
>

Y/X − µY X

σ
+ < Z/X , 1 > 1

= r Y/X − r µY X + µZXOn pose :
Z⋆ :=

Z − r Y

σ
√

1 − r2
et µ⋆

ZX :=
µZX − r µY X

σ
√

1 − r2Ainsi, Z⋆/X ∼ N(µ⋆
ZX , 1). Par 
onstru
tion, (Z−Z̃)/X et Z̃/X sont indépendants. D'où,

Z⋆/X et Y/X sont indépendants.Si l'on se repla
e désormais dans le 
adre du modèle 
ensuré, on disposera de Z⋆ uni-quement lorsque Y sera extrême. Néanmoins 
omme Z⋆/X et Y/X sont indépendants,
Z⋆/X n'est pas a�e
té par le fait que Y soit extrême.Première stratégie (test de Wald utilisant l'ensemble des phéno-types Y )Notation 4.4 On notera :� L⋆(µ⋆

Z−1, µ
⋆
Z1, µY , qY ) la vraisemblan
e pour une observation (X,Y, Z⋆)� L(µZ , qZ , µY , qY ) la vraisemblan
e pour une observation (X,Y, Z)Naturellement, on a la relation L⋆(µ⋆

Z−1, µ
⋆
Z1, µY , qY ) = L(µZ , qZ , µY , qY ).On a :

L⋆(µ⋆
Z−1, µ

⋆
Z1, µY , qY ) =

{
1 − p

σ
ϕ

(
y − µY + qY

σ

)
+

p

σ
ϕ

(
y − µY − qY

σ

)}
1X=0

+
p

σ
ϕ

(
y − µY − qY

σ

)
ϕ(z⋆ − µ⋆

Z1) 1X=1 +
1 − p

σ
ϕ

(
y − µY + qY

σ

)
ϕ(z⋆ − µ⋆

Z−1) 1X=−1Les EMV de µY et qY , notés µ̂Y et q̂Y , pourront être obtenus par l'algorithme EM présentéen annexe 3.4.4 du 
hapitre 3.De plus, 
omme
∂ logL⋆

∂µ⋆
Z1

= (z⋆ − µ⋆
Z1)1X=1 et ∂ logL⋆

∂µ⋆
Z−1

= (z⋆ − µ⋆
Z−1)1X=−1 ,on obtient fa
ilement µ̂⋆

Z−1 et µ̂⋆
Z1 EMV respe
tifs de µ⋆

Z−1 et µ⋆
Z1 pour n observations :

µ̂⋆
Z1 =

1∑n
j=1 1Xj=1

n∑

j=1

z⋆
j 1Xj=1 et µ̂⋆

Z−1 =
1∑n

j=1 1Xj=−1

n∑

j=1

z⋆
j 1Xj=−1 .
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tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélésOn note θ = (µZ , qZ , µY , qY ) et θ⋆ =
(
µ⋆

Z−1, µ
⋆
Z1, µY , qY

). Ainsi, θ 
orrespond aux para-mètres de L et θ⋆ à 
eux de L⋆.On a la relation :
qZ =

σ

2

√
1 − r2 (µ⋆

Z1 − µ⋆
Z−1) + r qY

µZ =
σ

2

√
1 − r2 (µ⋆

Z1 + µ⋆
Z−1) + r µYSoit M la matri
e telle que θ = Mθ⋆ :

M =




σ
2

√
1 − r2 σ

2

√
1 − r2 r 0

−σ
2

√
1 − r2 σ

2

√
1 − r2 0 r

0 0 1 0
0 0 0 1


L'inverse de M , notée M−1, véri�e :

M−1 =




1
σ
√

1−r2 − 1
σ
√

1−r2 − r
σ
√

1−r2

r
σ
√

1−r2

1
σ
√

1−r2

1
σ
√

1−r2 − r
σ
√

1−r2 − r
σ
√

1−r2

0 0 1 0
0 0 0 1


On note θ00 = (µZ , 0, µY , 0) et θ⋆

00 = M−1θ00. Ainsi,
θ⋆
00 =

(
µZ

σ
√

1 − r2
− rµY

σ
√

1 − r2
,

µZ

σ
√

1 − r2
− rµY

σ
√

1 − r2
, µY , 0

)Notation 4.5 On note Iθ (resp. I⋆
θ⋆) la matri
e d'information de Fisher relative à lavraisemblan
e L (resp. L⋆) et prise au point θ (resp. θ⋆).Le 
al
ul de I⋆

θ⋆
00
est le suivant :

∂ logL⋆

∂µY

|θ⋆
00

=
y − µY

σ

∂ logL⋆

∂µ⋆
Z−1

|θ⋆
00

= (z⋆ − µZ

σ
√

1 − r2
+

rµY

σ
√

1 − r2
) 1X=−1

∂ logL⋆

∂µ⋆
Z1

|θ⋆
00

= (z⋆ − µZ

σ
√

1 − r2
+

rµY

σ
√

1 − r2
) 1X=1
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∂ logL⋆

∂qY
|θ⋆

00
= −

(
y − µY

σ2

)
1X=−1 +

(
y − µY

σ2

)
1X=1 +

(
y − µY

σ2

)
(2p− 1) 1X=0D'où

I⋆
11(θ

⋆
00) = (1 − p) γ , I⋆

22(θ
⋆
00) = p γ et I⋆

33(θ
⋆
00) =

1

σ2En utilisant les résultats du 
hapitre pré
édent, et en notant 
omme dans le 
hapitrepré
édent :
A := σ2

{
γ + zγ+ ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}alors,
I⋆
44(θ

⋆
00) =

A
σ4

+
(2p− 1)2

σ4
(σ4 −A) et I⋆

34(θ
⋆
00) =

2p− 1

σ2
.D'autre part, tous les autre termes de I⋆

θ⋆
00
sont nuls.Si on note θ̂ et θ̂⋆ les ve
teurs d'EMV, alors on a la relation θ̂ = Mθ̂⋆. Comme le modèleétudié est régulier : Var{√

n (θ̂⋆ − θ⋆
00)
}

H0Y H0Z→ I⋆ −1
θ⋆
00Or √n (θ̂ − θ00) =

√
n M (θ̂⋆ − θ⋆

00) , d'où :Var{√
n (θ̂ − θ00)

}
H0Y H0Z→ M I⋆ −1

θ⋆
00

M tPar 
onséquent :
I−1
θ00

= M I⋆ −1
θ⋆
00

M tAprès 
al
ul, on obtient :
I−1
22 (θ00) =

σ2 (1 − r2)

4 p (1 − p) γ
+

σ4 r2

4 p (1 − p) AOn dé�nit la statistique de Wald de la manière suivante :
W1 :=

√
n√

I−1
22 (θ00)

q̂ZL'EMV q̂Z pourra fa
ilement être obtenu à l'aide des EMV µ̂⋆
Z−1, µ̂⋆

Z1, et q̂Y .Comme le modèle est régulier :
W1

H0ZH0Y→ N(0, 1)
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e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélésOn applique le théorème 2.9 su

essivement ave
 hn = h = (0, 0, 0, a), hn = h = (0, b, 0, 0),
hn = h = (0, b, 0, a). Alors, on a :

W1
H0ZHaY→ N (0, 1)

W1
HbZH0Y→ N

(
b√

I−1
22 (θ00)

, 1

)

W1
HbZHaY→ N

(
b√

I−1
22 (θ00)

, 1

)Ainsi, que l'on 
onsidère l'hypothèse nulle ou l'alternative lo
ale pour le phénotype Y ,on a toujours :
W1

H0Z→ N(0, 1)

W1
HbZ→ N

(
b√

I−1
22 (θ00)

, 1

)L'e�
a
ité κ̃1 de 
e test, en prenant pour référen
e le test ora
le (µZ , qZ) s'obtient aisé-ment :
κ̃1 =

{
1 − r2

γ
+

r2

γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

}−1On remarque :
κ̃1 =

{
1 − r2

γ
+
r2

κ1

}−1où κ1 provient du théorème 3.3 page 46.D'après le théorème 3.3, κ1 est maximale pour γ+ = γ− = γ/2, il en est de même pour
κ̃1.Deuxième stratégie (test de Wald utilisant uniquementles phénotypes Y extrêmes)La vraisemblan
e pour une observation (X,Y, Z⋆) s'é
rit :

L⋆(µ⋆
Z−1, µ

⋆
Z1, µY , qY ) = P(X = 0) 1X=0 +

p

σ
ϕ

(
y − µY − qY

σ

)
ϕ(z⋆ − µ⋆

Z1) 1X=1

+
1 − p

σ
ϕ

(
y − µY + qY

σ

)
ϕ(z⋆ − µ⋆

Z−1) 1X=−1
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I⋆
11(θ

⋆
00) et I⋆

22(θ
⋆
00) sont in
hangés par rapport à 
e qui pré
ède :

I⋆
11(θ

⋆
00) = (1 − p) γ , I⋆

22(θ
⋆
00) = p γLe 
al
ul des autres 
omposantes de l'information de Fisher est le suivant :

∂ logL⋆

∂µY

|θ⋆
00

=
y − µY

σ2

{
1X=−1 + 1X=1

}
+

ϕ
(
z1−γ−

)
− ϕ

(
zγ+

)

σ (1 − γ)
1X=0

I⋆
33(θ

⋆
00) =

A
σ4

+

{
ϕ
(
z1−γ−

)
− ϕ

(
zγ+

)}2

σ2 (1 − γ)D'après l'annexe 3.4.5 du 
hapitre 3 :
I⋆
44(θ

⋆
00) =

A
σ4

+ (2p− 1)2

{
ϕ
(
z1−γ−

)
− ϕ

(
zγ+

)}2

σ2 (1 − γ)De plus :
∂ logL⋆

∂µY ∂qY
|θ⋆

00
=

1

σ2
(1X=−1 − 1X=1) +

2p− 1

σ2(1 − γ)

{
z1−γ−ϕ(z1−γ−) − zγ+ϕ(zγ+)

}
1X=0

− 2p− 1

σ2(1 − γ)2

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2
1X=0Par 
onséquent :

I⋆
34(θ

⋆
00) = (1 − 2p)

[
A
σ4

+

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2

σ2(1 − γ)

]Tous les autres termes de l'information de Fisher sont nuls. On 
her
he désormais àinverser 
ette matri
e. Pour 
ela, on 
al
ule les inverses par blo
s.On obtient :
I⋆ −1
11 (θ⋆

00) =
1

(1 − p) γ
, I⋆ −1

22 (θ⋆
00) =

1

p γ

I⋆ −1
44 (θ⋆

00) =
σ4

4 A p(1 − p)On note
Λ :=

[
4 A p(1 − p)

σ4

{
A
σ4

+

{
ϕ(zγ+) − ϕ(z1−γ−)

}2

σ2 (1 − γ)

}]−1
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tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélésAlors d'après l'annexe 3.4.5 du 
hapitre 3,
I⋆ −1
33 (θ⋆

00) =
Λ

σ4

{
A + (2p− 1)2

{
ϕ(zγ+) − ϕ(z1−γ−)

}2

1 − γ

}

I⋆ −1
34 (θ⋆

00) = Λ (2p− 1)

[
A
σ4

+

{
ϕ(zγ+) − ϕ(z1−γ−)

}2

σ2 (1 − γ)

]De la même manière que pré
édemment :
I−1
θ00

= M I⋆ −1
θ⋆
00

M tAprès 
al
ul, on obtient :
I−1
22 (θ00) =

σ2(1 − r2)

4 γ p(1 − p)
+

r2σ4

4 A p(1 − p)On en déduit le test de Wald (mêmes arguments que pour la première stratégie) :
W2 :=

√
n√

I−1
22 (θ00)

q̂Z
H0Z→ N(0, 1)

W2
HbZ→ N

(
b√

I−1
22 (θ00)

, 1

)L'EMV q̂Z sera obtenu à l'aide de µ̂⋆
Z−1, µ̂⋆

Z1 et q̂Y (q̂Y pourra être obtenu par une méthodede Newton).On remarque que 
e test possède même puissan
e que 
elui présenté pour la premièrestratégie. Ce qui 
on
lut la preuve.La 
onvergen
e vers l'asymptotique sera illustrée en annexe 4.4.1.Illustration graphiqueLa �gure 4.1 présente l'e�
a
ité en fon
tion de γ et de r (γ+ = γ− = γ
2
). Naturelle-ment, l'e�
a
ité augmente ave
 r et γ. On remarque également que lorsque γ = 1, 
ommeon dispose alors de l'ensemble des phénotypes Z, l'e�
a
ité est égale à un.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

γ

r=0.4
r=0.7
r=0.9

Fig. 4.1 � E�
a
ité en fon
tion de γ et de r (γ+ = γ− = γ
2
)4.3.3 Résultats se
ondairesOn présente dans 
ette se
tion, des résultats à propos des di�érentes stratégies pourles modèles statistiques (qZ) et (qZ , qY ).Résultat théorique pour le modèle (qZ , qY )Corollaire 4.6 Si l'on 
onsidère un modèle statistique à deux paramètres (qZ , qY ), alors :i) κ̃1 =

{
1 − r2

γ
+
r2

κ1

}−1ii) κ̃2 =

{
1 − r2

γ
+
r2

κ3

}−1iii) κ̃1 = κ̃2 ⇔ p =
1

2iv) ∀p κ̃1 et κ̃2 sont maximum pour γ+ = γ− =
γ

2

κ1 et κ3 désignent les quantités présentées en 
orollaire 3.9 page 57.Contrairement au résultat obtenu pour un modèle (µZ , qZ , µY , qY ), les deux stratégies sonti
i équivalentes uniquement lorsque l'on 
onsidère une population ba
k
ross (p = 1/2).La preuve du 
orollaire 4.6 est largement inspirée de 
elle du théorème 4.3 et de 
elle du
orollaire 3.9.
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e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélésIllustration graphique du modèle (qZ , qY )La �gure 4.2 présente les e�
a
ités 
orrespondant aux di�érentes stratégies en fon
tionde p lorsque γ = 0.3 et r = 0.7. κ̃2 est 
onstante en raison du 
ontexte de symétrie imposé(γ+ = γ− = γ
2
). Le 
as p = 1/2 
orrespond à la pire des situations pour la premièrestratégie. Bien évidemment, lorsque p 6= 1/2, on a κ̃1 > κ̃2.En�n, la �gure 4.3 présente κ̃1 en fon
tion de p et r. On peut fa
ilement en déduirel'évolution de la �gure 4.2 ave
 r.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.42

0.425

0.43

0.435

0.44

0.445

0.45

0.455

0.46

p

κ 2 tilde
κ 1 tilde

Fig. 4.2 � E�
a
ité des tests 
orrespondant aux di�érentes stratégies, en fon
tion de p(γ = 0.3, γ+ = γ− = γ
2
, r = 0.7)
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

p

κ 1
 t

ild
e

Fig. 4.3 � E�
a
ité du test 
orrespondant à la première stratégie, en fon
tion de p et r( γ = 0.3, γ+ = γ− = γ
2
). De bas en haut, r = 0.5, 0.6, 0.7, 0.8.Résultat théorique pour le modèle (qZ)Corollaire 4.7 Si l'on 
onsidère un modèle statistique à un paramètre (qZ), alors ∀p :

κ̃1 = κ̃2 =
P (Y /∈ [S−, S+])

1 − r2I
i, l'e�et QTL qY est une 
onstante 
onnue. La quantité P(Y /∈ [S−, S+]) dépend natu-rellement de qY . P(Y /∈ [S−, S+]) désigne asymptotiquement le pour
entage d'individusgénotypés.On remarque que les e�
a
ités dépendent uniquement du pour
entage total d'individusgénotypés et non pas du pour
entage d'individus génotypés à droite et à gau
he, 
ommepré
édemment. On 
onstate également que le sele
tive genotyping s'avère plus intéressantque le test ora
le lorsque l'on a P(Y /∈ [S−, S+]) > 1 − r2.La preuve du 
orollaire 4.7 est largement inspirée des preuves pré
édentes.
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e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélés4.3.4 Résumé des di�érents résultatsLes tables 4.1 et 4.2, résument les di�érents résultats obtenus à propos des di�érentesstratégies.
Modèle Stratégie Dé
entrement

(µZ , qZ , µY , qY ) 1 et 2 b
σ

(√
(1−r2)

4 p (1−p) γ
+ σ2 r2

4 p (1−p) A

)−1

(qZ , qY )

1 b
σ

(√
(1−r2)

γ
+ σ2 r2

A + (2p−1)2(σ2−A)

)−1

2 b σ

(√
A
σ2 +

(2p−1)2 {ϕ(zγ+ )−ϕ(z1−γ
−

)}2

1−γ

)−1

(qZ) 1 et 2 b
σ

√
P(Y /∈ [S−, S+])/(1 − r2)Tab. 4.1 � Table de dé
entrement
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Modèle Stratégie E�
a
ité
(µZ , qZ , µY , qY ) 1 et 2

[
1−r2

γ
+ r2

κ1

]−1 où κ1 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−)

(qZ , qY )

1
[

1−r2

γ
+ r2

κ1

]−1

2
[

1−r2

γ
+ r2

κ3

]−1où
κ1 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ−ϕ(z1−γ−) + (2p− 1)2

{
1 − γ − zγ+ϕ(zγ+) + z1−γ−ϕ(z1−γ−)

}et κ3 = γ + zγ+ϕ(zγ+) − z1−γ− ϕ(z1−γ−) + (2p−1)2

1 −γ

{
ϕ(z1−γ−) − ϕ(zγ+)

}2

(qZ) 1 et 2 P(Y /∈ [S−, S+])/(1 − r2)Tab. 4.2 � Table d'e�
a
ité
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e de deux 
ara
tères quantitatifs
orrélés4.4 Annexe4.4.1 Convergen
e vers l'asymptotiqueOn s'intéresse au modèle statistique (µZ , qZ , µY , qY ). A�n de valider les résultatsasymptotiques, on présente i
i le résultat de simulations. On s'intéresse au test unila-téral de niveau 5% basé sur la statistique W1 (première stratégie) énon
ée dans la preuvedu théorème 4.3. .La table 4.3 présente le pour
entage de faux positifs en fon
tion de a et de r (γ = 0.3).
10000 é
hantillons de taille n = 50 ont été simulés. Un intervalle de 
on�an
e à 95% pourla vraie valeur du niveau (ie. le pour
entage de faux positifs) a été 
al
ulé. On remarque,que même si le vrai niveau est parfois signi�
ativement di�érent de 5%, les résultatssemblent globalement satisfaisants.La table 4.4 présente les puissan
es théoriques (basées sur les résultats asymptotiques),notées β1, et les puissan
es empiriques, notées βMC , obtenues pour n = 50. Un e�et
qZ = 0.5657 a été 
onsidéré. Un intervalle de 
on�an
e pour la vraie valeur de la puis-san
e a été 
al
ulé. On 
onstate que les puissan
es théoriques β1 se situent toujours dansl'intervalle de 
on�an
e, 
e qui signi�e que lorsque n = 50, n est su�samment grand pourque l'on puisse 
onsidérer les résultats asymptotiques.

a qY = a√
n

r faux positifs IC en %
0 0 0.4 5.81 % [5.35 ; 6.27]
0 0 0.7 5.76 % [5.30 ; 6.22]
0 0 0.9 5.62 % [5.17 ; 6.07]
2 0.2828 0.4 4.87 % [4.45 ; 5.29]
2 0.2828 0.7 5.13 % [4.70 ; 5.56]
2 0.2828 0.9 4.71 % [4.29 ; 5.13]Tab. 4.3 � Pour
entage de faux positifs en fon
tion de a et de r (b = 0, qZ = 0, n = 50,

10000 é
hantillons, σ = 1, µY = 0, µZ = 0, γ = 0.30)
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a qY = a√
n

r βMC β1 IC en %
0 0 0.4 73.96 % 74.47 % [73.10 ; 74.82]
0 0 0.7 82.23 % 82.31 % [81.48 ; 82.98]
0 0 0.9 92.24 % 92.61 % [91.72 ; 92.76]
2 0.2828 0.4 74.72 % 74.47 % [73.87 ; 75.57]
2 0.2828 0.7 83.18 % 83.47 % [82.45 ; 83.91]
2 0.2828 0.9 92.21 % 92.61 % [91.68 ; 92.74]Tab. 4.4 � Puissan
e théorique (β1) et puissan
e par Monte-Carlo (βMC) (b = 4, qZ =

0.5657, n = 50, 10000 é
hantillons, σ = 1, µY = 0, µZ = 0, γ = 0.30)





Deuxième partieGénome S
an

95





97On se propose dans 
ette partie d'étudier la te
hnique qui 
onsiste à s
anner le génome,a�n de déte
ter et de lo
aliser des QTL. Après avoir introduit le 
ontexte de l'étude, nousdéveloppons dans di�érents 
hapitres la méthodologie statistique sous-ja
ente au génomes
an.





Notation
Y phenotype
n number of observations
j index of an observation
[0, T ] segment representing a 
hromosome
t index of a lo
ation on [0, T ]
t⋆ lo
ation of the QTL
Xt genotype at lo
ation t
Xt⋆ genotype at the QTL
H0 null hypothesis (no QTL on [0, T ])
θ parameter of the statisti
al model
θ0 true value of the parameter under H0

Iθ0 Fisher information matrix taken at the point θ0

Iij(θ0) element ij of Iθ0

I−1
θ0

inverse of Iθ0

I−1
ij (θ0) element ij of I−1

θ0

Λ(.) LRT pro
essChapter 2 and 3One family
q QTL e�e
t{
Z(.)

}2 limiting pro
ess of Λ(.)

V(.) linear interpolated pro
ess
Hλt⋆ lo
al alternative hypothesis (there is a QTL of e�e
t q = λ√

n
at position t⋆)

K number of geneti
 markers
tk lo
ation of marker k
tℓ 
losest marker on the left-side of t
tr 
losest marker on the right-side of t99
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I number of families
i index of the family
qi QTL e�e
t inside family i
∑I

i=1

{
Zi

(.)

}2 limiting pro
ess of Λ(.)

Hλt⋆ lo
al alternative hypothesis (there is at least one qi = λi√
n
with λi ∈ R

⋆at the position t⋆)
Ki number of geneti
 markers in family i
tik lo
ation of marker k in family i
tℓ,i 
losest marker on the left-side of t in family i
tr,i 
losest marker on the right-side of t in family i



Chapitre 1Introdu
tion
1.1 ContexteL'étude porte sur une population de des
endants d'un père. La problèmatique se veutla déte
tion d'un QTL sur un 
hromosome. Le phénotype est observé sur n individus.On note Yj, j = 1, .., n , les observations que l'on supposera indépendamment et iden-tiquement distribuées (iid). Le mé
anisme de la génétique implique que parmi les deux
hromosomes de 
haque individu, l'un est herité de la mère (son e�et sera négligé) etl'autre du père. Celui transmis par le père est 
onstitué, en raison de 
rossing-over, departies provenant du 
hromosome 1 du père et de parties provenant du 
hromosome 2 dupère.Une population ba
k
ross, C×(C×D), où C et D sont de pures lignées homozygotes, estun 
as parti
ulier de la population étudiée. A l'aide de la distan
e et de la modélisationde Haldane (1919), on représente 
haque 
hromosome par un segment [0, T ]. La distan
esur [0, T ] est appelée distan
e génétique. On la mesure en Morgans. Le point 
lé est que,si la vraie position du QTL est t = t⋆, le phénotype Y obéit à un modèle de mélange dontles poids sont 
onnus :

ptf(µ+q,σ)(.) + (1 − pt)f(µ−q,σ)(.) (1.1)où f(µ,σ)(.) désigne une densité Gaussienne de moyenne µ et de varian
e σ2. (µ, q, σ) sontles paramètres in
onnus. A 
haque position t ∈ [0, T ], est e�e
tué un test du rapport devraisemblan
e (LRT), testant l'hypothèse �q=0" dans la formule (1.1), en 
onsidérant nobservations Y1, ..., Yn. La quantité obtenue est notée Λt. Le pro
essus Λ(.) est appelépro
essus de tests de rapport de vraisemblan
e. Le 
hoix 
omme statistique de test dumaximum de 
e pro
essus, revient à e�e
tuer un LRT dans un modèle où la lo
alisation duQTL est un paramètre supplémentaire. Cette te
hnique qui 
onsiste à s
anner le génomea été proposée par Lander and Botstein (1989). On la nomme �Interval Mapping".Dans le 
as parti
ulier où les poids du mélange sont 0 ou 1 en fon
tion des individus,101



102 Chapitre 1. Introdu
tionLander and Botstein (1989) ont a�rmé que la distribution asymptotique du pro
essusde LRT, Λ(.), sur l'intervalle [0, T ], était le 
arré d'un pro
essus d'Ornstein-Uhlenbe
k.Ce résultat a été prouvé par Cier
o (1998). Des bornes pour la distribution du maximumd'un pro
essus d'Ornstein Uhlenbe
k régularisé ont été proposées par Cier
o (1996), Azaïsand Ws
hebor (2009). Des résultats sur la distribution asymptotique du pro
essus de LRTsous l'hypothèse nulle sont présentés dans Rebaï and al. (1994) pour une modélisationparti
ulière des poids du mélange. Ces derniers résultats s'appuient sur les bornes donnéespar Davies (1977), Davies (1987) pour le maximum de pro
essus Gaussiens su�sammentréguliers et pour des pro
essus de 
hi-deux.
1.2 Feuille de routeDans notre étude, sont 
onsidérés les poids 
orrespondant exa
tement à la modélisa-tion de Haldane (1919), 
e qui nous démarque des travaux déjà existants. Ces poids sedistinguent de part leur 
omplexité. On s'attarde également sur les poids 
onsidérés parRebaï a�n de généraliser les pro
essus étudiés dans Rebaï and al. (1994), Rebaï and al.(1995). On rappelle que dans la modélisation de Haldane (1919), les 
rossing-over sontindépendants et que leur nombre suit un pro
essus de poisson d'intensité 1. Dans Rebaïand al. (1994) et Rebaï and al. (1995), les auteurs autorisent uniquement une seule re-
ombinaison entre les marqueurs génétiques (phénomène d'interféren
e). Par 
onséquent,la notion de pro
essus de Poisson à a

roissements indépendants est perdue. Néanmoins,nous prouvons que les poids utilisés par Rebaï 
orrespondent à une approximation aupremier ordre des poids 
orrespondant exa
tement à la modélisation de Haldane.Le 
hapitre 2 présente des résultats asymptotiques sur la distribution du pro
essus Λ(.)sous l'hypothèse nulle d'absen
e de QTL et sous l'alternative, où il existe un seul QTLsur l'intervalle [0, T ]. Les démonstrations sont uniquement données dans leur grandeslignes. L'a

ent est davantage porté sur l'illustration, notamment à travers de graphiquesreprésentant des traje
toires des di�érents pro
essus étudiés. Le résultat théorique estgénéralisé au 
as de populations stru
turées en familles de pères possédant leurs propresmarqueurs informatifs. En e�et, la motivation est d'obtenir des résultats asymptotiquessur le pro
essus Λ(.) pour les familles outbred dont l'informativité des marqueurs di�èrentà la fois entre les familles de pères et aussi entre des
endants issus d'un même père (
f.page 24). Analytiquement, nous avons été en mesure de faire varier l'informativité desmarqueurs entre les familles. Cependant, la variation d'informativité au sein d'une mêmefamille semble être une 
ondition trop lourde pour une appro
he paramétrique théorique.Les 
al
uls présentés ont né
essité des notations parti
ulières a�n de pouvoir tenir 
ompteque 
haque famille de pères possède ses propres marqueurs informatifs.Le 
hapitre 2 se 
on
lut par deux arti
les soumis. L'un présente des résultats théoriques



1.2. Feuille de route 103et l'autre la partie appli
ation des résultats théoriques du premier arti
le.L'arti
le théorique (
f. page 127) se distingue de la première partie du 
hapitre 2 : samotivation première n'est pas d'obtenir des résultats pour les populations outbred maisde présenter des résultats théoriques sur le pro
essus Λ(.) notamment lorsque plusieursQTL sont présents sur l'intervalle [0, T ]. Une hypothèse d'additivé des e�ets des QTLa été faite. Cependant, 
es résultats sont généralisables au 
as d'intéra
tions entre lesQTL : l'épistasie. L'a

ent est porté i
i sur la théorie : les démonstrations mathématiquesprésentées sont plus rigoureuses (on s'intéresse notamment à la 
onvergen
e faible dupro
essus).Dans l'arti
le appli
atif (
f. page 128), sont proposées de nombreuses méthodes, adaptéesà la 
arte génétique, et permettant d'obtenir le quantile d'ordre 95% du maximum dupro
essus de LRT sous l'hypothèse nulle. De plus, 
es méthodes, basées sur des résultatsthéoriques asymptotiques, sont validées au moyen de populations simulées. On s'attardeégalement sur la puissan
e de la méthode de déte
tion de QTL en 
omparant notammentune pro
édure tests multiples et un test global.Le 
hapitre 3 propose des résultats sur le maximum d'un pro
essus d'interpolation li-néaire qui s'avère très pro
he du pro
essus Λ(.). Ce pro
essus d'interpolation linéaire estla généralisation du pro
essus présent dans Rebaï and al. (1994), Rebaï and al. (1995).Dans 
e 
hapitre, on 
onsidère une seule famille. On 
her
he prin
ipalement à répondreà un arti
le de Walling où l'auteur faisait l'observation à travers de simulations, que laloi de l'argmax du pro
essus n'était pas une loi uniforme sur [0, T ]. Bien au 
ontraire, lemaximum du pro
essus était bien plus fréquemment obtenu sur les marqueurs génétiquesqu'entre les marqueurs.Dans notre étude, nous prouvons qu'il s'avère inutile d'e�e
tuer des tests sur tout l'in-tervalle [0, T ]. Nous 
onseillons plus pré
isément où tester.Dans le 
hapitre 4, on présente un travail en 
ours, en 
ollaboration ave
 Alan Genz(Université de Washington). On y propose notamment une formule théorique, basée surDelong (1981), et permettant d'obtenir le quantile du maximum du pro
essus de Chi-Deux d'Ornstein-Uhlenbe
k à I degrés de libertés sous l'hypothèse nulle. En e�et, 
epro
essus est le pro
essus limite du pro
essus Λ(.) lorsque l'on 
onsidère I familles, et quela distan
e entre les marqueurs génétiques tend vers zéros.A noter que les notations sont propres à 
e 
hapitre. Elles sont di�érentes de 
elles des
hapitres 2 et 3.





Chapitre 2Asymptoti
 pro
ess for QTL dete
tion
2.1 Introdu
tionIn this 
hapter, is studied the asymptoti
 distribution of the LRT pro
ess, Λ(.), underthe null hypothesis (no QTL on the interval [0, T ]), and under the alternative that thereis one QTL lo
ated at position t⋆ on [0, T ]. The theoreti
al result is generalized to familiesof sires with their own informative markers. These results will be largely illustrated.At the end of the 
hapter, two submitted arti
les are presented : the �rst is a theoreti
alone whereas the se
ond deals with appli
ations.In the �rst arti
le, the motivation is to obtain asymptoti
 results about Λ(.) under thegeneral alternative that there are m QTL on [0, T ]. We suggest then to estimate thenumber of QTL, their e�e
ts and their positions using penalized likelihood method (forinstan
e lasso Tibshirani (1996)).In the se
ond arti
le, we propose several new methods to 
al
ulate threshold and powerfor QTL dete
tion. The methods proposed are fast and easy to implement. A 
omparisonof power between a multiple testing pro
edure and a global test is realized, showing farbetter performan
es of the global test for the dete
tion of a QTL.2.2 Model

K geneti
 markers are lo
ated on the 
hromosome, one at ea
h extremity. 0 = t1 <
t2 < ... < tK = T are the lo
ations of the markers. The goal is to test if there is a QTLlying on the interval [0, T ].Let N(.) be a standard Poisson pro
ess and let δ be the Dira
 measure. Xt will refer tothe �genome information". The law of Xt1 is 1

2
(δ1 + δ−1) and Xt = (−1)NtXt1 . However,the �genome information" is available only at lo
ations of geneti
 markers, that is to say105
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 pro
ess for QTL dete
tionat t1, t2, ..., tK . Let de�ne the Haldane (1919)'s fun
tion r : [0, T ]2 7−→
[
0, 1

2

] su
h as :
r(t, t′) = P (XtXt′ = −1) = P (|Nt −Nt′| is odd) =

1

2
(1 − e−2|t−t′|)

r̄(t, t′) will be the fun
tion equal to 1 − r(t, t′).We are interested in a quantitative trait Y whi
h depends on the value of Xt at t⋆ ∈ [0, T ]whi
h is the lo
ation of the QTL. The quantitative trait veri�es :
Y = µ + Xt⋆ q + εwhere q is the e�e
t of the QTL and ε is a Gaussian white noise.The goal of this study is to test whether q is equal to zero. The 
hallenge is that t⋆ isunknown. A likelihood ratio test (LRT) will be performed at ea
h position t ∈ [0, T ]. Theasymptoti
 pro
ess generated by all these likelihood ratio tests will be studied under thenull hypothesis that there is no QTL on [0, T ], and under 
ontiguous alternatives. Thestudy on this pro
ess will allow us to obtain some results about the law of the supremumof the pro
ess. Indeed, when an Interval Mapping is performed, the supremum of all thelikelihood ratio tests on [0, T ] is used as a unique test statisti
.2.3 Only two geneti
 markers2.3.1 Likelihood Ratio TestIn this se
tion, are 
onsidered only two geneti
 markers lo
ated respe
tively at 0 and

T : 0 = t1 < t2 = T . As explained previously, we are looking for a QTL lying at a position
t⋆ ∈ [t1, t2]. Let t ∈ [t1, t2]. Let pt the quantity equal to P (Xt = 1/Xt1 Xt2).It veri�es ∀t ∈]t1, t2[ :
pt = Q1,1

t 1Xt1=11Xt2=1 + Q1,−1
t 1Xt1=11Xt2=−1 + Q−1,1

t 1Xt1=−11Xt2=1 + Q−1,−1
t 1Xt1=−11Xt2=−1(2.1)where :

Q1,1
t =

r̄(t1, t) r̄(t, t2)

r̄(t1, t2)
, Q1,−1

t =
r̄(t1, t) r(t, t2)

r(t1, t2)

Q−1,1
t =

r(t1, t) r̄(t, t2)

r(t1, t2)
, Q−1,−1

t =
r(t1, t) r(t, t2)

r̄(t1, t2)We 
an remark that we have :
Q−1,−1

t = 1 −Q1,1
t and Q−1,1

t = 1 −Q1,−1
t
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 markers 107Besides, pt1 = 1Xt1=1 and pt2 = 1Xt2=1. So, the weights pt are 
ontinuous at t1 and t2.Sin
e the in
rements of a Poisson pro
ess are independent, the density of Y/Xt1Xt2 at aposition t ∈ [t1, t2] veri�es :
pt f(µ+q,σ)(y) + (1 − pt) f(µ−q,σ)(y)where f(µ, σ)(y) refers to the density of the normal distribution with mean µ, varian
e σ2,at the point y.Let θ = (q, µ, σ) be the parameter of the model at t �xed. θ0 will be the true value ofthe parameter under H0 : θ0 = (0, µ, σ). Let n ∈ N

⋆ be the number of observations. Thelikelihood Ln(θ, t) under the alternative, at a position t ∈ [t1, t2], and for n observations
j iid (Xj

t1 , X
j
t2 , Yj

) is :
Ln(θ, t) =

n∏

j=1

[
pj

tf(µ+q,σ)(yj) + (1 − pj
t)f(µ−q,σ)(yj)

]
gj(t)where

gj(t) =
1

2

{
r̄(t1, t2) 1Xj

t1
=11Xj

t2
=1 + r(t1, t2) 1Xj

t1
=11Xj

t2
=−1

}

+
1

2

{
r(t1, t2) 1Xj

t1
=−11Xj

t2
=1 + r̄(t1, t2) 1Xj

t1
=−11Xj

t2
=−1

}Let θ̂ be the maximum likelihood estimator (MLE) of θ and θ̃ the MLE under H0 :
θ̂ = (q̂, µ̂, σ̂)

θ̃ = (0, µ̃, σ̃)Let Λt be the likelihood ratio test (LRT) performed at the position t ∈ [t1, t2] :
Λt = 2

[
logLn(θ̂, t) − logLn(θ̃, t)

] (2.2)Notation 2.1 Iθ will be the Fisher information matrix taken at the point θ . Iij(θ) refersto the element ij of Iθ. I−1
ij (θ) refers to the element ij of I−1

θ , the inverse of Iθ.
∂logL1

∂q
|θ0 =

y − µ

σ2
(2pt − 1)

∂logL1

∂µ
|θ0 =

y − µ

σ2
,

∂logL1

∂σ
|θ0= − 1

σ
+

(y − µ)2

σ3
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 pro
ess for QTL dete
tionWe remind that :
Iθ = E

[(
∂ logL1

∂θ
|θ
)2
]It 
omes :

I11(θ0) =
E [(2pt − 1)2]

σ2
, I22(θ0) =

1

σ2As the fourth-order moment of a standard normal distribution is equal to three :
I33(θ0) =

2

σ2After some 
al
ulations, we �nd : I12(θ0) = I13(θ0) = I23(θ0) = 0. So,
Iθ0 = Diag

(
E [(2pt − 1)2]

σ2
,

1

σ2
,

2

σ2

)The formula for E [(2pt − 1)2] is given in Appendix 2.6.1. This quantity is always di�erentfrom 0 sin
e t is bounded.Notation 2.2 By 
onvention, the notation oPθ0
(1) is short for a sequen
e of randomve
tors that 
onverges to zero in probability under H0 (i.e. no QTL on the whole intervalstudied).As the model is regular, it 
omes :

Λt =

(
n∑

j=1

(yj − µ) (2pj
t − 1)

σ
√
n
√

E [(2pt − 1)2]

)2

+ oPθ0
(1) (2.3)As pt and E [(2pt − 1)2] are 
ontinuous at t1 and t2, Λ(.) is 
ontinuous at t1 and t2.2.3.2 Pro
ess under H0First, we remind that the s
ore test is based on the s
ore fun
tion whi
h is the gradient,with respe
t to θ, of the logarithm of the likelihood fun
tion.So, let St be the s
ore statisti
 at position t for n observations. ∀t ∈ [t1, t2] :

St =
n∑

j=1

(yj − µ) (2pj
t − 1)

σ
√
n
√

E [(2pt − 1)2]Note that the s
ore test 
an be obtained, repla
ing µ by µ̂, a

ording to Prohorov, andrepla
ing σ by σ̂, a

ording to Slutsky's lemma. Nevertheless, in order to make the reading
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 markers 109easier, the s
ore statisti
 is de�ned as above.A

ording to formula (2.3) :
Λt = (St)

2 + oPθ0
(1)By the 
entral limit theorem, St → N(0, 1). Besides, ∀(t, t′) ∈ [t1, t2] :

Γ(t, t′) := Cov (St, St′) =
4E(ptpt′) − 1√

E [(2pt − 1)2]
√

E [(2pt′ − 1)2]The expli
it formula for the 
ovarian
e is given in appendix 2.6.2. As |ptpt′| 6 1, bydominated 
onvergen
e theorem, E[ptpt′ ] is 
ontinuous at (t1, t
′), (t2, t

′) and (t1, t2). Thenthe 
ovarian
e fun
tion is 
ontinuous at this points (be
ause the denominator is also
ontinuous). So, the 
ovarian
e is a 
ontinuous fun
tion on [t1, t2] × [t1, t2].It 
omes, under H0 :
Λ(.)

F.d.→
{
Z(.)

}2where :� F.d.→ is the 
onvergen
e of �ni-dimensional distributions� Z(.) is the 
entered Gaussian pro
ess with 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′)We limit our attention to �nite dimensional 
onvergen
e sin
e for the appli
ations, theinterval studied is always dis
retized, Wu and al. (2007).2.3.3 Pro
ess under Hλt⋆The lo
ation of the QTL, t⋆ (t⋆ ∈ [t1, t2]), will be added in the de�nition of H1. So,the alternative hypothesis 
an be written :
Hλt⋆ : � q =

λ√
n
with λ ∈ R

⋆ at the position t⋆ "The QTL e�e
t q is su
h as q = a/
√
n in order to deal with Le Cam (1986)'s theory.

θλ,t⋆ will be the parameter referring that we are under Hλt⋆ .Under Hλt⋆ , as the QTL is lo
ated at position t⋆, the density of Y/Xt1Xt2 veri�es :
pt⋆ f(µ+q,σ)(y) + (1 − pt⋆)f(µ+q,σ)(y)Up to know ∀t ∈ [t1, t2] :

Λt = (St)
2 + oPθ0

(1)
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 pro
ess for QTL dete
tionSo, a

ording to Le Cam's �rst lemma, it 
omes :
Λt = (St)

2 + oPθλ,t⋆
(1)We have :

St = S0
t +

n∑

j=1

λ

σn
Xj

t⋆ hj(t) (2.4)where
hj(t) =

2pj
t − 1√

E [(2pt − 1)2]and S0
t is the s
ore statisti
 under H0.By the law of large number :

1

n

n∑

j=1

Xj
t⋆ hj(t) → E [Xt⋆ h(t)]where

h(t) =
2pt − 1√

E [(2pt − 1)2]After some 
al
ulations, ∀(t, t⋆) ∈]t1, t2[
2 :

E [Xt⋆ (2pt − 1)] = r̄(t1, t2)
{
2Q1,1

t⋆ − 1
} {

2Q1,1
t − 1

}

+ r(t1, t2)
{
2Q1,−1

t⋆ − 1
} {

2Q1,−1
t − 1

} (2.5)A

ording to dominated 
onvergen
e theorem, E [Xt⋆ (2pt − 1)] is 
ontinuous on [t1, t2]
2.Let mt⋆(t) be the quantity su
h as ∀(t, t⋆) ∈ [t1, t2]

2 :
mt⋆(t) =

λ E [Xt⋆ (2pt − 1)]

σ
√

E [(2pt − 1)2]It 
omes, under Hλt⋆ :
Λ(.)

F.d.→
{
Z(.)

}2where Z(.) is the Gaussian pro
ess with 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and expe
tationmt⋆(t).Figure 2.1 represents the 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and also the mean fun
tion mt⋆(t)(T = 0.2M).
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Mean fun
tion Covarian
e fun
tionFig. 2.1 � Mean fun
tion and Covarian
e fun
tion of the pro
ess Z(.) (λ = 4, σ = 1,
T = 0.2M)2.3.4 Addendum about the pro
essAs the value of the test statisti
 between t1 and t2 depends only on the �genomeinformation" at t1 and t2, we may wonder whether or not the pro
ess we are studyingis the square (as we deal with LRT pro
ess) of an �interpolated pro
ess". In the arti
le�Likelihood Ratio Test pro
ess for Quantitative Trait Lo
i dete
tion" joined to this 
hap-ter, we proove that the LRT pro
ess, Λ(.), is asymptoti
ally the square of a non linearinterpolated pro
ess. We also proove that the square of the �linear interpolated pro
ess"renormalized is asymptoti
ally a good approximation of Λ(.) provided that the geneti
markers are 
lose to ea
h other. This new pro
ess is a generalization of the pro
ess studiedby Rebaï and al. (1995).In Figure 2.2, a path of the pro
ess Z(.) is represented under H0 (T = 0.2M). The path
orresponding to the �linear interpolated pro
ess" has been added. We 
an remark thatthe 
urves overlap due to the fa
t the geneti
 markers are 
lose to ea
h other. In the sameway, the mean fun
tions overlap (t⋆ = 14
M, λ = 2). So, the paths of the two pro
essesunder the alternative are the same (
f Figure 2.3).Figures 2.4 and 2.5 show the same study now with T = 1M. As expe
ted, the di�erent
urves don't overlap be
ause geneti
 markers are no so 
lose to ea
h other.
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esses Mean fun
tions of the two pro
essesFig. 2.2 � Pro
ess Z(.) and the linear interpolated pro
ess (λ = 2, σ = 1, t⋆ = 14
M,
T = 0.2M)
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Fig. 2.3 � Same path as under H0 but under Hλt⋆ (λ = 2, σ = 1, t⋆ = 14
M, T = 0.2M)
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 pro
ess for QTL dete
tion2.4 Several markers : the �Interval Mapping"of Lander and Botstein (1989)There are now K geneti
 markers. As explained in Se
tion 2.2, 0 = t1 < t2 < ... <
tK = T and the the QTL lies at t⋆ ∈ [t1, tK ]. We 
onsider only values t, t′ and t⋆ of theparameter that are distin
t of the markers positions and the results will be prolonged by
ontinuity at markers positions. We de�ne Tk = {t1, ..., tK}. tℓ and tr are the quantitiessu
h as :

tℓ = sup {tk ∈ Tk : tk < t} , tr = inf {tk ∈ Tk : t < tk}In other words, t belongs to the �Marker interval" (tℓ, tr).Let pt the quantity equal to P (Xt = 1/Xtℓ Xtr). The weights pt and the quantities Q1,1
t ,

Q1,−1
t , Q−1,1

t , Q−1,−1
t keep the same expression as in formula (2.1) ex
ept that t1 and t2have to be repla
ed respe
tively by tℓ and tr.At a position t, sin
e the in
rements of a Poisson pro
ess are independent, the density of

Y/Xt1Xt2 ...XtK is the same as the density of Y/XtℓXtr that is to say :
pt f(µ+q,σ)(y) + (1 − pt) f(µ−q,σ)(y)As all the information 
on
erning the quantitative trait Y is 
ontained in the markers�anking the position tested, the likelihood 
an be written in the same way as in Se
tion2.3.1. So, the likelihood Ln(θ, t) at a position t for n observations j iid (Xj

tℓ
, Xj

tr , Yj)veri�es :
Ln(θ, t) =

n∏

j=1

[
pj

tf(µ+q,σ)(yj) + (1 − pj
t)f(µ−q,σ)(yj)

]
gj(t)where gj(t) is the same fun
tion as in Se
tion 2.3.1 ex
ept that t1 and t2 has to be repla
edrespe
tively by tℓ and tr.2.4.1 Pro
ess under H0Formula (2.3) is still suitable. It 
omes, under H0 :

Λ(.)
F.d.→
{
Z(.)

}2where Z(.) is the 
entered Gaussian pro
ess with 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′).The fun
tion Γ(t, t′) is given in appendix 2.6.3.2.4.2 Pro
ess under Hλt⋆In the same way as what has been done in Se
tion 2.3.3, using Le Cam's results, under
Hλt⋆ :

Λ(.)
F.d.→
{
Z(.)

}2
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ess with 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and expe
tationmt⋆(t).As previously :
mt⋆(t) =

λ E [Xt⋆ (2pt − 1)]

σ
√

E [(2pt − 1)2]After some 
al
ulations :
E [Xt⋆ (2pt − 1)] =

{
r̄(tℓ, tr)

(
2Q1,1

t⋆ − 1
) (

2Q1,1
t − 1

) (2.6)
+r(tℓ, tr)

(
2Q1,−1

t⋆ − 1
) (

2Q1,−1
t − 1

)}
1t⋆∈]tℓ,tr[

+ e−2|t−t⋆| 1t⋆ /∈]tℓ,tr[
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Mean fun
tion Covarian
e fun
tionFig. 2.6 � Mean fun
tion and Covarian
e fun
tion of the pro
ess Z(.) (λ = 4, σ = 1,
T = 0.6M, 4 markers equally spa
ed every 0.2M)Figure 2.6 represents the 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and also the mean fun
tionmt⋆(t)(T = 0.6M, 4 markers equally spa
ed every 0.2M).Note that when (t, t′) ∈ Tk×Tk, Γ(t, t′) = e−2|t−t′|. It is relative to an Ornstein-Uhlenbe
kpro
ess, as studied in Lander and Botstein (1989), and Cier
o (1998).2.4.3 Addendum about the pro
essThe pro
esses obtained by interpolation, presented in Se
tion 2.3.4, 
an easily begeneralized to the 
ase of several markers. The �linear interpolated pro
ess" is still agood approximation if markers are 
lose to ea
h other. This pro
ess is a generalization ofthe pro
ess studied by Rebaï and al. (1994).In Figure 2.7, a path of the pro
ess Z(.) is represented under H0. The map 
onsists of
4 geneti
 markers equally spa
ed every 0.2M (T = 0.6M). On the right hand-side, isrepresented the mean fun
tion of the pro
ess when λ = 2 and λ = 4. The QTL is lo
atedat t⋆ = 14
M.In Figure 2.8, the fo
us is on the same path of the pro
ess Z(.) as under H0 but under
Hλt⋆ . It is noti
eable, that when λ = 4, the signal-to-noise ratio is large enough in orderthat the supremum of the path is obtained in the area of t⋆ = 14
M. When λ = 2, thesignal-to-noise ratio is too small.
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 pro
ess for QTL dete
tion2.5 Generalization to families of sires with their owninformative markersIn the previous se
tions, we were looking for a QTL lying on the interval [0, T ] usingthe 
on
ept of Interval Mapping. One population of progenies of a sire has been studiedthat is to say one family. In order to in
rease the power of the method, geneti
ists lookfor the QTL not in one family but simultanously in several families, ea
h de�ned by adi�erent sire. It in
reases the 
han
es to study families whose sires are heterozygote atthe QTL. In that 
ase, the Interval Mapping method is also used : LRT are peformedat ea
h position t ∈ [0, T ] and the supremum of these statisti
s is used as a unique teststatisti
. Naturally, the putative QTL is supposed to be lying at the same lo
ation inea
h family otherwise the 
on
ept of Interval Mapping has no sense.Let's extend the model presented in Se
tion 2.2 to the 
ase of several families. Let I ∈ N
⋆be the number of families. Let C be a dis
rete random variable refering to the family.We note πi the quantity su
h as πi = P (C = i). In other words, the individual belongsto family i with probability πi.When we deal with di�erent families, the lo
ation and the number of informative markersdi�er in ea
h family. So,Ki will refer to the number of informative markers in family i and

ti1, ..., t
i
Ki will be their lo
ations. We suppose ti1 < ti2 < ... < tiKi and to begin, ∀i, ti1 = 0and tiKi = T , that is to say there is one marker at ea
h extremity of the 
hromosome.The pro
ess X(.) is un
hanged. Howewer, the quantitative trait veri�es now :

(Y/C = i) = µi +Xt⋆ qi + εwhere µi and qi are respe
tively a polygeni
 e�e
t and the QTL e�e
t inside family i. εis a Gaussian white noise.As the lo
ations of the informative markers di�er in ea
h family, some adjustments haveto be done. As in Se
tion 2.4, we 
onsider only values t, t′ or t⋆ of the parameter that aredistin
t of the marker positions. The result will be prolonged by 
ontinuity at the markerspositions. We de�ne T
I
k =

{
t11, ..., t

1
K1 , ..., tI1, ..., t

I
KI

}. tℓ,i and tr,i are the quantities su
has :
tℓ,i = sup

{
tik ∈ T

I
k : tik < t

}
, tr,i = inf

{
tik ∈ T

I
k : t < tik

}Let pt,i the quantity equal to P(Xt = 1/Xtℓ,iXtr,i). It veri�es :
pt,i = Q1,1

t,i 1X
tℓ,i=11X

tr,i=1 + Q1,−1
t,i 1X

tℓ,i=11X
tr,i=−1

+Q−1,1
t,i 1X

tℓ,i=−11X
tr,i=1 + Q−1,−1

t,i 1X
tℓ,i=−11X

tr,i=−1



2.5. Generalization to families of sires with their own informative markers119where :
Q1,1

t,i =
r̄(tℓ,i, t) r̄(t, tr,i)

r̄(tℓ,i, tr,i)
, Q1,−1

t,i =
r̄(tℓ,i, t) r(t, tr,i)

r(tℓ,i, tr,i)

Q−1,1
t,i =

r(tℓ,i, t) r̄(t, tr,i)

r(tℓ,i, tr,i)
, Q−1,−1

t,i =
r(tℓ,i, t) r(t, tr,i)

r̄(tℓ,i, tr,i)We 
an remark that we have :
Q−1,−1

t,i = 1 −Q1,1
t,i and Q−1,1

t,i = 1 −Q1,−1
t,iThe density of Y/C = i Xtℓ,iXtr,i veri�es at a position t :

pt,i f(µi+qi,σ)(y) + (1 − pt,i) f(µi+qi,σ)(y)Let θ = (q1, ..., qI , µ1, ..., µI , σ) be the parameter of the model at t �xed and θ0 thetrue value of the parameter under H0 : θ0 = (0, ..., 0, µ1, ..., µI , σ).
Mtℓ and Mtr will be the random variables su
h as Mtℓ =

∑I
i=1Xtℓ,i1C=i and Mtr =∑I

i=1Xtr,i1C=i.The likelihood Ln(θ, t) under the alternative, at a position t, and for n observations j iid(
i(j), M j

tℓ
, M j

tr , Yj

) veri�es :
Ln(θ, t) =

n∏

j=1

I∑

i=1

[
pj

t,if(µi+qi,σ)(yj) + (1 − pj
t,i)f(µi+qi,σ)(yj)

]
1Cj=i gj,i(t)where

gj,i(t) =
πi

2

{
r̄(tℓ,i, tr,i)1Xj

tℓ,i
=11Xj

tr,i=1 + r(tℓ,i, tr,i)1Xj

tℓ,i
=11Xj

tr,i=−1

}

+
πi

2

{
r(tℓ,i, tr,i)1Xj

tℓ,i
=−11Xj

tr,i=1 + r̄(tℓ,i, tr,i)1Xj

tℓ,i
=−11Xj

tr,i=−1

}Let θ̂ be the MLE of θ and θ̃ the MLE under H0 :
θ̂ = (q̂1, ..., q̂I , µ̂1, ..., µ̂I , σ̂)

θ̃ = (0, ..., 0, ..., µ̃1, ..., µ̃I , σ̃)A likelihood ratio test will be performed at ea
h position t. In the same way as what hasbeen done in Se
tion 2.3.1 :
∂logL1

∂qi
|θ0 =

y − µi

σ2
(2pt,i − 1) 1C=i ,

∂logL1

∂µi

|θ0=
y − µi

σ2
1C=i
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∂logL1

∂σ
|θ0 = − 1

σ
+

I∑

i=1

(y − µi)
2

σ3
1C=i

Iθ0 = Diag

(
π1

σ2
E
[
(2pt,1 − 1)2

]
, ...,

πI

σ2
E
[
(2pt,I − 1)2

]
,
π1

σ2
, ... ,

πI

σ2
,

2

σ2

)The formula for E [(2pt,i − 1)2] is given in appendix 2.6.1 (the formula for whi
h t ∈]t1, t2[). Besides, t1 (resp t2) has to be repla
ed by tℓ,i (resp tr,i) and the Qt's by the Qt,i's.Remarque 2.3 If the πi's were unknown, the Fisher information matrix would still bediagonal, it would be the same as above, and the diagonal terms 
on
erning πi would beequal to 1
πi
. So, the results established further are also true for all the πi's unknown.As the model is regular, it 
omes :

Λt =
I∑

i=1

(
n∑

j=1

(yj − µi) (2pj
t,i − 1)

√
n πi σ

√
E [(2pt,i − 1)2]

1Cj=i

)2

+ oPθ0
(1) (2.7)2.5.1 Pro
ess under H0Let St,i be the s
ore statisti
 :

St,i =
n∑

j=1

(yj − µi) (2pj
t,i − 1)

√
n πi σ

√
E [(2pt,i − 1)2]

1Cj=i (2.8)By the 
entral limit theorem, St,i → N(0, 1).A

ording to formula (2.7) :
Λt =

I∑

i=1

(St,i)
2 + oPθ0

(1)It 
omes, under H0 :
Λ(.)

F.d.→
I∑

i=1

{
Zi

(.)

}2where the Zi
(.) are independent 
entered Gaussian pro
esses with 
ovarian
e fun
tion

Γi(t, t
′). The fun
tion Γi(t, t

′) is given in appendix 2.6.4.



2.5. Generalization to families of sires with their own informative markers1212.5.2 Pro
ess under Hλt⋆The alternative hypothesis 
an be written :
Hλt⋆ : �there is at least one qi = λi/

√
n, with λi ∈ R

⋆, at the position t⋆ "
θλ,t⋆ will be the parameter refering that we are under Hλt⋆ .Under Hλt⋆ , as the QTL is lo
ated at position t⋆, the density of Y/C = i Xtℓ,iXtr,i veri�es :

pt⋆,i f(µi+qi,σ)(y) + (1 − pt⋆,i) f(µi−qi,σ)(y)Up to know :
Λt =

I∑

i=1

(St,i)
2 + oPθ0

(1)So, a

ording to Le Cam's �rst lemma, it 
omes :
Λt =

I∑

i=1

(St,i)
2 + oPθλ,t⋆

(1)We have :
St,i = S0

t,i +
n∑

j=1

λi

n σ
√
πi

1Cj=i X
j
t⋆ hj,i(t)where

hj,i(t) =
2pj

t,i − 1
√

E [(2pt,i − 1)2]and S0
t,i is the s
ore statisti
 under H0.By the law of large number :

1

n

n∑

j=1

Xj
t⋆ hj,i(t) 1Cj=i → πi E

[
Xt⋆ h̃i(t)

]where
h̃i(t) =

2pt,i − 1√
E [(2pt,i − 1)2]A

ording to formula (2.6) of Se
tion 2.4.2 :

E [Xt⋆ (2pt,i − 1)] =
{
r̄(tℓ,i, tr,i)

(
2Q1,1

t⋆,i − 1
) (

2Q1,1
t,i − 1

)

+r(tℓ,i, tr,i)
(
2Q1,−1

t⋆,i − 1
) (

2Q1,−1
t,i − 1

)}
1t⋆∈]tℓ,i,tr,i[

+ e−2|t−t⋆| 1t⋆ /∈]tℓ,i,tr,i[
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ess for QTL dete
tionLet mt⋆,i (t) be the quantity su
h as :
mt⋆,i (t) =

λi
√
πi E [Xt⋆ (2pt,i − 1)]

σ
√

E [(2pt,i − 1)2]It 
omes, under Hλt⋆ :
Λ(.)

F.d.→
I∑

i=1

{
Zi

(.)

}2where the Zi
(.) are independent Gaussian pro
esses with 
ovarian
e fun
tion Γi(t, t

′) andexpe
tation mt⋆,i (t).2.5.3 Addendum about the pro
essesAs previously, the pro
esses Zi
(.) are interpolated pro
esses. Indeed, under H0 and

Hλt⋆ :
Zi

t =
αt,i Z

i
tℓ,i + βt,i Z

i
tr,i√

E [(2pt,i − 1)2]
where αt,i = Q1,1

t,i +Q1,−1
t,i − 1 , βt,i = Q1,1

t,i −Q1,−1
t,iand Cov(Zi

tℓ,i , Z
i
tr,i) = e−2(tr,i−tℓ,i)In the same way, the mean fun
tion, mt⋆,i (t), of the pro
ess Zi

(.) under Hλt⋆ is su
h as :
mt⋆,i(t) =

αt,i mt⋆,i(t
ℓ,i) + βt,i mt⋆,i(t

r,i)√
E [(2pt,i − 1)2]2.5.4 Relaxing some hypothesesAt the beginning of the Se
tion 2.5, we have supposed that there was one informativemarker at ea
h extremity of the 
hromosome whatever the family is. In fa
t, this is neverthe 
ase.So, let suppose now that ∀i, ti1 > 0 and tiKi 6 T (these quantities depend on i now). Aspreviously, only values t, t′ or t⋆ of the parameter that are distin
t of the markers positionswill be 
onsidered. The result will be prolonged by 
ontinuity at marker positions.Pro
ess under H0 :We have :

Λ(.)
F.d.→

I∑

i=1

{
Zi

(.)

}2



2.5. Generalization to families of sires with their own informative markers123where the Zi
(.) are independent 
entered Gaussian pro
esses su
h as :

∀t ∈ [ti1, t
i
Ki ]\TI

k Zi
t =

αt,i Z
i
tℓ,i + βt,i Z

i
tr,i√

E [(2pt,i − 1)2]
with Cov(Zi

tℓ,i , Z
i
tr,i) = e−2(tr,i−tℓ,i)and Zi

(.) is 
onstant on [0, ti1]\TI
k and on [tiKi , T ]\TI

k.Pro
ess under Hλt⋆ :We have :
Λ(.)

F.d.→
I∑

i=1

{
Zi

(.)

}2where the Zi
(.) are the same pro
esses as above on whi
h a mean fun
tion mt⋆,i(t) hasbeen added.The mean fun
tion is su
h as :

∀(t, t⋆) ∈ [ti1, t
i
Ki ]\TI

k × [ti1, t
i
Ki ]\TI

k , mt⋆,i(t) =
αt,i mt⋆,i(t

ℓ,i) + βt,i mt⋆,i(t
r,i)√

E [(2pt,i − 1)2]

mt⋆,i (t) is equal to mt⋆,i(t
i
1) when t ∈ [0, ti1]\TI

k

mt⋆,i (t) is equal to mt⋆,i(t
i
Ki) when t ∈ [tiKi , T ]\TI

k

∀(t, t⋆) ∈ [ti1, t
i
Ki ]\TI

k × [0, ti1]\TI
k

⋃
[tiKi , T ]\TI

k , mt⋆,i (t) =
e−2|t−t⋆|λi

√
πi

σIllustration :In Figure 2.9, we 
onsider the same map as previously in Figure 2.8, that is to say 4geneti
 markers equally spa
ed every 20
M (T = 60
M). I = 3 has been 
hoosen.However, sin
e the geneti
 markers are not always informative, we have 
onsidered thatfor family 1, only the se
ond and the third marker of the map were informative. So,
t11 = 20
M, t12 = 40
M. In the same way, we have 
hoosen t21 = 0
M, t22 = 40
M,
t23 = 60
M, t31 = 20
M, t32 = 40
M, t33 = 60
M.One path for ea
h of the three pro
esses Z1

(.), Z2
(.), Z3

(.), under H0 has been simulated.Due to the uninformativity, Z1
(.) is 
onstant on [0
M, 20
M] and on [40
M, 60
M], Z3

(.)is 
onstant on [0
M, 20
M]. Same remark for the mean fun
tions of these two pro
esses(t⋆ = 14
M). In family 3, as the �rst and the se
ond informative geneti
 marker arerespe
tively lo
ated at positions 0
M and 40
M, the pro
ess Z3
(.) and its mean fun
tionare an interpolation between these two lo
ations.In Figure 2.10, is represented the 
orresponding path of the pro
ess ∑3

i=1

{
Zi

(.)

}2 under
H0 and under Hλt⋆ .
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2.6. Appendix 1252.6 Appendix2.6.1 Formula for E
[
(2pt − 1)2

]

E [(2pt1 − 1)2] = E [(2pt2 − 1)2] = 1 and ∀t ∈]t1, t2[ :
E
[
(2pt − 1)2

]
= r̄(t1, t2)

(
2Q1,1

t − 1
)2

+ r(t1, t2)
(
2Q1,−1

t − 1
)22.6.2 Covarian
es of the pro
ess (only 2 markers)

∀(t, t′) ∈]t1, t2[
2 :

Γ(t, t′) =
4E [ptpt′ ] − 1√

E [(2pt − 1)2]
√

E [(2pt′ − 1)2]

E [ptpt′ ]

=
1

2

{
Q1,1

t Q1,1
t′ r̄(t1, t2) +Q1,−1

t Q1,−1
t′ r(t1, t2) +Q−1,1

t Q−1,1
t′ r(t1, t2) +Q−1,−1

t Q−1,−1
t′ r̄(t1, t2)

}2.6.3 Covarian
e of the pro
ess (Interval Mapping)
∀(t, t′) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :

Γ(t, t′) =
4E [ptpt′ ] − 1√

E [(2pt − 1)2]
√

E [(2pt′ − 1)2]

E [(2pt − 1)2] has already been 
al
ulated ∀t ∈]t1, t2[ in appendix 2.6.1. This formula isalso suitable ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk.Besides, a

ording to appendix 2.6.2, ∀(t, t′) ∈]tℓ, tr[2 :
E [ptpt′ ]

=
1

2

{
Q1,1

t Q1,1
t′ r̄(tℓ, tr) +Q1,−1

t Q1,−1
t′ r(tℓ, tr) +Q−1,1

t Q−1,1
t′ r(tℓ, tr) +Q−1,−1

t Q−1,−1
t′ r̄(tℓ, tr)

}Besides, if (t, t′) ∈]tℓ, tr[×[tr, tK ]\Tk :
E [ptpt′ ]

=
1

2
r̄(tℓ, tr)

[
Q1,1

t′ r̄
{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+Q1,−1

t′ r
{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,1

t r̄
{
tr, (t′)ℓ

}
+Q−1,−1

t r
{
tr, (t′)ℓ

}]

+
1

2
r̄(tℓ, tr)

[
Q−1,1

t′ r
{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+Q−1,−1

t′ r̄
{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,1

t r
{
tr, (t′)ℓ

}
+Q−1,−1

t r̄
{
tr, (t′)ℓ

}]

+
1

2
r(tℓ, tr)

[
Q1,1

t′ r̄
{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+Q1,−1

t′ r
{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,−1

t r
{
tr, (t′)ℓ

}
+Q−1,1

t r̄
{
tr, (t′)ℓ

}]

+
1

2
r(tℓ, tr)

[
Q−1,1

t′ r
{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+Q−1,−1

t′ r̄
{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,−1

t r̄
{
tr, (t′)ℓ

}
+Q−1,1

t r
{
tr, (t′)ℓ

}]



126 Chapitre 2. Asymptoti
 pro
ess for QTL dete
tion2.6.4 Covarian
e of the pro
ess (I families of sires)
∀(t, t′) ∈ [0, T ]\TI

k × [0, T ]\TI
k

Γi(t, t
′) =

4E [pt,i pt′,i] − 1√
E [(2pt,i − 1)2]

√
E [(2pt′,i − 1)2]

∀(t, t′) ∈]tℓ,i, tr,i[2, E [pt,i pt′,i] has the same expression as in appendix 2.6.3. We just haveto repla
e tℓ (resp tr) by tℓ,i (resp tr,i) and the Qt's (resp. the Qt′ 's) by Qt,i (resp. Qt′,i).If t ∈]tℓ,i, tr,i[×[tr,i, T ]\TI
k, then E [pt,i pt′,i] has the same expression as in appendix 2.6.3.We just have to pro
eed to the same adjustments in notations as below. And naturally,

(t′)ℓ (resp. (t′)r) be
omes (t′)ℓ,i (resp. (t′)r,i).2.6.5 Proof of �Relaxing some hypotheses"Let i ∈ {1, ..., I}. If t ∈ [0, ti1]\TI
k, then as there is only one �anking marker :

pt,i = r̄(t, ti1) 1X
ti1

=1 + r(t, ti1) 1X
ti1

=−1.A

ording to formula (2.8) page 120 and by 
ontinuity (tց ti1) :
Sti1,i =

n∑

j=1

(yj − µi) (2 1Xj

ti1

=1 − 1)

√
n πi σ

1Cj=iBesides, formula (2.8) is also suitable ∀t ∈ [0, ti1]\TI
k.If t ∈ [0, ti1]\TI

k, then √E [(2pt,i − 1)2] = 1 − 2r(t, ti1) be
ause the re
ombination rateis between 0 and 1
2
. 1 − 2r(t, ti1) will never be equal to zero sin
e t is bounded. As

1X
ti1

=−1 = 1 − 1X
ti1

=1, 2pt,i − 1 = [1 − 2r(t, ti1)][2 1X
ti1=1

− 1].It 
omes :
∀t ∈ [0, ti1]\TI

k, St,i = Sti1,iAnd naturally, by symetry :
∀t ∈ [tiKi , T ]\TI

k, St,i = Sti
Ki,iThe rest of the proof is straightforward. We just have to use Le Cam's �rst lemma toobtain the asymptoti
 pro
ess under Hλt⋆ .
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Summary. We consider the likelihood ratio test (LRT) process related to the test of the ab-
sence of QTL on the interval [0, T ] representing a chromosome (a QTL denotes a quantitative
trait locus, i.e. a gene with quantitative effect on a trait). We give the asymptotic distribution of
this LRT process under the null hypothesis that there is no QTL on [0, T ] and under the general
alternative that there exist m QTL on [0, T ]. We propose to estimate the number of QTL, their
positions and their effects by penalized likelihood. Our results are extended to the case where
individuals are structured into families.

Keywords: Gaussian process, Likelihood Ratio Test, Mixture models, Nuisance parameters
present only under the alternative, QTL detection, χ2 process.

1. IntroductionWe study a population of progenies of a sire and we address the problem of dete
tinga Quantitative Trait Lo
us, so-
alled QTL (a gene in�uen
ing a quantitative trait whi
his able to be measured) on a given 
hromosome. The trait is observed on n individuals(progenies) and we denote by Yj , j = 1, ..., n, the observations, whi
h we will assume to beindependent and identi
ally distributed (iid). The me
hanism of geneti
s, or more pre
iselyof meiosis, implies that among the two 
hromosomes of ea
h individual, one is inherited fromthe dame (whose e�e
t will be negle
ted) and the other, inherited from the sire, 
onsists ofparts originated from 
hromosome 1 of the sire and parts originated from 
hromosome 2 ofthe sire, due to 
rossing-overs. Note that the ba
k-
ross population, A × (A × B), where
A and B are purely homozygous lines, is a parti
ular 
ase of su
h a population. Using theHaldane (1919) distan
e and modelling, ea
h 
hromosome will be represented by a segment
[0, T ]. The distan
e on [0, T ] is 
alled the geneti
 distan
e (whi
h is measured in Morgans).The key point is that, if the true position of the QTL is t = t⋆, the response Y obeys to amixture model with known weights :

p(t)f(µ+q,σ)(.) + {1 − p(t)} f(µ−q,σ)(.) (1)where f(µ,σ)(.) denotes a Gaussian density with mean µ and varian
e σ2. (µ, q, σ) arethe unknown parameters. At every lo
ation t ∈ [0, T ], we perform a likelihood ratio test(LRT) of the hypothesis “q = 0” in formula (1) based on n observations Y1, ..., Yn. We



2
all Λn(t) the obtained quantity. The dependen
e on t of the weights is pre
isely des
ribedin Se
tion 3. We denote pj(t) the value of the weight p(t) for the jth observation. Thepro
ess {Λn(t), t ∈ [0, T ]} will be 
alled �likelihood ratio test pro
ess" and taking as teststatisti
 the maximum of this pro
ess 
omes down to perform a LRT in a model when thelo
alisation of the QTL is an extra parameter.In the spe
ial 
ase where the weights are 0 or 1 depending on the individual, Lander andBotstein (1989) stated that the asymptoti
 distribution of the LRT pro
ess along [0, T ]is the square of an Ornstein-Uhlenbe
k pro
ess. This result has been proved by Cier
o(1998). Bounds for the distribution of the maximum of a regularization of an Ornstein-Uhlenbe
k pro
ess were proposed by Azaïs and Cier
o-Ayrolles (2002), Azaïs and Ws
hebor(2009). Some results about the asymptoti
 distribution of the LRT pro
ess under the nullhypothesis are given in Rebaï et al. (1994) for a spe
ial modelling of the weights. Theirresults are inferred from the bounds given by Davies (1977), Davies (1987) for the maximumof su�
iently regular Gaussian and 
hi-square pro
esses.In this paper we 
onsider the modelling of the weight used by geneti
ists to dete
t QTL,so 
alled Interval Mapping. First we give the asymptoti
 distribution of the LRT pro
essalong the interval [0, T ] under the null hypothesis that there is no QTL on [0, T ] (q = 0) andunder the alternative that there is one QTL at t⋆ on [0, T ] whi
h means that the quantitativetrait for ea
h individual is distributed as the mixture in formula (1) with t = t⋆. Then we
ompute the asymptoti
 distribution of the LRT pro
ess under the general alternative thatthere exist m QTL on [0, T ] at t⋆1, · · · , t⋆
m
with additive e�e
ts q1, · · · , qm. The response isnow a mixture of M = 2m 
omponents of the form :

M∑

α=1

pαf(mα,σ)(.)where the pαs and the mαs are known fun
tions of the unknown parameters µ, m, t⋆1, ..., t⋆
m
,

q1, ..., qm. Under this general alternative, the LRT pro
ess is shown to 
onverge towards aGaussian pro
ess with mean fun
tion depending on these unknown parameters. We proposeto estimate the unknown parameters by penalized likelihood.Besides, we show that the LRT pro
ess is asymptoti
ally the square of a �non linear inter-polated pro
ess" (whi
h means that the LRT statisti
s at ea
h point 
an easily be dedu
edfrom the Wald or s
ore statisti
s 
al
ulated at the positions where the auxiliary informa-tion is available). Note that in some remarks se
tions we also prove that the LRT pro
essobtained by Rebaï et al. (1994), Rebaï et al. (1995) is asymptoti
ally the square of a �linearinterpolated pro
ess". Finally, our results are extended to the 
ase where individuals arestru
tured into families of sires. Re
ently, the law of the LRT pro
ess under the null hypoth-esis has also been obtained by Chang et al. (2009). Our work has been done independently.Te
hni
al di�eren
es are presented in appendix 8.5.The originality of our paper is twofold. First we 
onsider the true model used by geneti
iststo dete
t QTL whereas the model 
onsidered by Rebaï et al. is only an approximation.Then we obtain results not only under the null hypothesis, but also under the general alter-native. This last result leads us to propose a new method, based on penalized likelihood,for estimating the number of QTL, their positions and their e�e
ts. We refer to the book ofVan der Vaart (1998) for element of asymptoti
 statisti
s used in proofs. In a future paper,we will present the appli
ations of the theoreti
al results presented here.
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2. ModelThe 
hromosome is the segment [0, T ]. K geneti
 markers are lo
ated on the 
hromosome,one at ea
h extremity. t1 = 0 < t2 < ... < tK = T are the lo
ations of the markers. The�genome information" at t will be denoted X(t). The Haldane (1919) model 
an be writtenmathemati
ally : let N(t) be a standard Poisson pro
ess, the law of X(t) is 1
2 (δ1 + δ−1)and X(t) = (−1)N(t)X(t1). The Haldane (1919)'s fun
tion r : [0, T ]

2 7−→
[
0, 1

2

] is su
h as:
r(t, t′) = P(X(t)X(t′) = −1) = P(|N(t) − N(t′)| odd) =

1

2
(1 − e−2|t−t

′|)

r̄(t, t′) will be the fun
tion equal to 1 − r(t, t′).We are interested in a quantitative trait Y whi
h depends on the value of X(t) at t⋆ ∈ [t1, tK ]whi
h is the lo
ation of the QTL. The quantitative trait veri�es :
Yj = µ + X(t⋆) q + σεwhere ε is a Gaussian white noise and q the e�e
t of the QTL.Besides, the �genome information" is available only at lo
ations of geneti
 markers, thatis to say at t1, t2, ..., tK . We denote by Xj(t) the value of the variable X(t) for the jthobservation. So, in fa
t, our observation on ea
h individual is (Yj , Xj(t1), ..., Xj(tK)).These observations are supposed to be iid. The goal of this study is to test if q is equal tozero. The 
hallenge is that t⋆ is unknown.

3. Only 2 genetic markersTo begin, we suppose that there are only two markers (K = 2) lo
ated at 0 and T : 0 = t1 <
t2 = T . As explained previously, we are looking for a QTL lying at a position t⋆ ∈ [t1, t2].Let t ∈ [t1, t2]. It is 
lear that the weight p(t) satis�es p(t) = P

{
X(t) = 1

∣∣X(t1), X(t2)
}.Consider for example the 
ase X(t1) = X(t2) = 1, then by the Bayes rule :

P
{
X(t) = 1

∣∣X(t1) = 1, X(t2) = 1
}

=
(1/2) P {N(t) − N(t1) even}P {N(t2) − N(t) even}

(1/2) P {N(t2) − N(t1) even}So that, in general ∀t ∈]t1, t2[ :
p(t) = Q1,1

t
1

X(t1)=11X(t2)=1 + Q1,−1
t

1
X(t1)=11X(t2)=−1

+ Q−1,1
t

1
X(t1)=−11X(t2)=1 + Q−1,−1

t
1

X(t1)=−11X(t2)=−1 (2)where :
Q1,1

t
=

r̄(t1, t) r̄(t, t2)

r̄(t1, t2)
, Q1,−1

t
=

r̄(t1, t) r(t, t2)

r(t1, t2)

Q−1,1
t

=
r(t1, t) r̄(t, t2)

r(t1, t2)
, Q−1,−1

t
=

r(t1, t) r(t, t2)

r̄(t1, t2)We 
an remark that we have :
Q−1,−1

t
= 1 − Q1,1

t
and Q−1,1

t
= 1 − Q1,−1

t



4Besides, p(t1) = 1
X(t1)=1 and p(t2) = 1

X(t2)=1. So, the weights p(t) are 
ontinuous at t1and t2.Let θ = (q, µ, σ) be the parameter of the model at t �xed and θ0 = (0, µ, σ) the true valueof the parameter under H0. The likelihood of the triplet (Y, X(t1), X(t2)) with respe
t tothe measure λ ⊗ N ⊗ N , λ being the Lebesgue measure, N the 
ounty measure on N, is
∀t ∈ [t1, t2] :

L(θ, t) =
[
p(t)f(µ+q,σ)(y) + {1 − p(t)} f(µ−q,σ)(y)

]
g(t) (3)where

g(t) =
1

2

{
r̄(t1, t2) 1

X(t1)=11X(t2)=1 + r(t1, t2) 1
X(t1)=11X(t2)=−1

}

+
1

2

{
r(t1, t2) 1

X(t1)=−11X(t2)=1 + r̄(t1, t2) 1
X(t1)=−11X(t2)=−1

}The likelihood Ln(θ, t) for n observations is obtained by the produ
t of n terms as above.
θ̂ = (q̂, µ̂, σ̂) will be the maximum likelihood estimator (MLE) of θ.Under H0, there is no QTL lying on the interval [t1, t2]. Besides, under H1, it is supposedthat there is only one lo
ation where the QTL lies. The lo
ation of the QTL, t⋆ (t⋆ ∈ [t1, t2]),will be added in the de�nition of H1. So, the alternative hypothesis 
an be written :

Hat
⋆ : �the QTL is lo
ated at the position t⋆ with e�e
t q = a/

√
n where a ∈ R

⋆ "The QTL e�e
t q is su
h as q = a/
√

n in order to deal with Le Cam (1986)'s theory.
3.1. ResultsTheorem 1 With the previous de�ned notations,

Sn(.) ⇒ Z(.) , Λn(.)
F.d.→ {Z(.)}2as n tends to in�nity, under H0 and Hat

⋆ where :
• Sn(.) is the s
ore pro
ess for n observations
• ⇒ is the weak 
onvergen
e and F.d.→ is the 
onvergen
e of �nite-dimensional distribu-tions
• Z(.) is the Gaussian pro
ess with 
ovarian
e fun
tion ∀(t, t′) ∈ [t1, t2]

2 :
Γ(t, t′) =

4E {p(t)p(t′)} − 1√
E

[
{2p(t) − 1}2

]√
E

[
{2p(t′) − 1}2

]and expe
tation ∀(t, t⋆) ∈ [t1, t2]
2 :

• under H0, m(t) = 0

• under Hat
⋆

mt
⋆(t) =

a E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]
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hara
terizing Z(.) is that Z(.) is the non linear interpolated pro
ess su
has ∀t ∈ [t1, t2] :
Z(t) = { α(t) Z(t1) + β(t) Z(t2) } /

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]where ∀t ∈]t1, t2[, α(t) = Q1,1
t

+ Q1,−1
t

− 1, β(t) = Q1,1
t

−Q1,−1
t

and α(t1) = 1, β(t1) = 0,
α(t2) = 0, β(t2) = 1, Cov {Z(t1), Z(t2)} = e−2t2 .In the same way, ∀(t, t⋆) ∈ [t1, t2]

2 :
mt

⋆(t) = { α(t) mt
⋆(t1) + β(t) mt

⋆(t2) } /

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]The quantity E

[
{2p(t) − 1}2

] is given in formula (10) of the proof of the theorem in Se
tion7.1. E {p(t)p(t′)} is given in appendix 8.1. E [X(t⋆) {2p(t) − 1}] is given in formula (15) ofthe proof in Se
tion 7.1.We limit our attention to �nite dimensional 
onvergen
e sin
e for the appli
ations, theinterval studied is always dis
retized, Wu et al. (2007).Figures 1 represent the 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and also the mean fun
tion mt
⋆(t). T isequal to 0.2M. We 
an remark that the 
ovarian
e fun
tion is regular.Contrary to Azaïs et al. (2006) and Azaïs et al. (2009), the shift at position t is not Γ(t, t⋆).The model 
onsidered here is more 
ompli
ated due to the fa
t that an observation in
ludesthe quantitative trait Y and the �genome information", X(t1) and X(t2). As it is well

Mean fun
tion Covarian
e fun
tion
Fig. 1. Mean function and Covariance function (a = 4, σ = 1, T = 0.2M)known, for regular model, LRT is equivalent to Wald test, and s
ore test in the sense that

∀t ∈ [t1, t2] :
Λn(t) = {Wn(t)}2

+ oPθ0
(1) = {Sn(t)}2

+ oPθ0
(1)



6where Wn(t) and Sn(t) are respe
tively the Wald and the s
ore test statisti
 for n observa-tions. We remind that, as in the proof of the theorem in Se
tion 7.1, the notation oPθ0
(1) isshort for a sequen
e of random ve
tors that 
onverges to zero in probability under H0 (i.e.no QTL on the whole interval studied).A

ording to formula (9), given in Se
tion 7.1 :

Wn(t) =
√

n q̂

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]
/σ , Sn(t) =

n∑

j=1

(yj − µ) (2pj(t) − 1)

√
n σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] (4)Note that the Wald test 
an be obtained, repla
ing σ by σ̂, a

ording to Slutsky's lemma.The s
ore test 
an be obtained, repla
ing µ by µ̂, a

ording to Prohorov, and repla
ing σby σ̂, a

ording to Slutsky's lemma. Nevertheless, in order to make the reading easier, theWald and the s
ore test statisti
 are de�ned as in formula (4). The s
ore pro
ess 
onsideredin theorem 1 is based on this formula. Howewer, we have the same result as in theorem 1for the other s
ore pro
ess be
ause the tightness of this pro
ess is obvious a

ording to theproof of theorem 1.After some 
al
ulations, we 
an remark that :
Sn(t) = { α(t) Sn(t1) + β(t) Sn(t2) } /

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] (5)with Cov{S0
n
(t1), S

0
n
(t2)

}
= e−2t2 where S0

n
(.) is the s
ore pro
ess under H0.It 
omes :

Λn(t) = { α(t) Sn(t1) + β(t) Sn(t2) }2
/ E

[
{2p(t) − 1}2

]
+ oPθ0

(1)

= { α(t) Wn(t1) + β(t) Wn(t2) }2
/ E

[
{2p(t) − 1}2

]
+ oPθ0

(1)Besides, by 
ontiguity (
f. proof of theorem 1 in Se
tion 7.1), the quantity oPθ0
(1) 
onvergesalso to zero under Hat

⋆ . That is to say, the LRT statisti
 at a position t between the twogeneti
 markers is asymptoti
ally equal to the square of a non linear interpolation betweenthe Wald or s
ore test statisti
s on the markers.Note that 
omputing the square of this non linear interpolated pro
ess will be be qui
kerthan 
al
ulating the observed pro
ess Λn(.) on real data, whi
h is time 
onsuming be
ausean EM algorithm is required to 
al
ulate the MLE's when the position tested is not ongeneti
 markers.
3.2. RemarksTo 
onstru
t an approximation of Sn(.) (and Λn(.)), we introdu
e a new pro
ess Vn(.) whi
his obtained from Sn(.) by :

• linear (or polygonal) interpolation
• renormalization
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isely :
Vn(t) =

{
t2 − t

t2
Sn(t1) +

t

t2
Sn(t2)

}
/
√

τ(t) (6)where
τ(t) = V

{
t2 − t

t2
S0

n
(t1) +

t

t2
S0

n
(t2)

}
=

(
t2 − t

t2

)2

+ 2
t(t2 − t)

(t2)2
e−2t2 +

(
t

t2

)2It 
an be seen easily that τ(t) 6= 0, ∀t ∈ [t1, t2]. Vn(.) remains asymptoti
ally a Gaussianpro
ess, 
entered under H0, with unit varian
e and Cov{S0
n
(t1), S

0
n
(t2)

}
= e−2t2 .Some 
omments about the linear interpolated pro
ess Vn(.) :(a) A

ording to formula (11) in Se
tion 7.1 and after some 
al
ulations, we 
an estab-lish that asymptoti
ally, the pro
ess V 2

n
(.) 
orresponds to likelihood ratio tests for amixture model whose weights verify :

p(t) = 1
X(t1)=11X(t2)=1 +

t2 − t

t2
1

X(t1)=11X(t2)=−1 +
t

t2
1

X(t1)=−11X(t2)=1 (7)We 
an remark that these weights are an approximation at the �rst order of theweights 
onsidered previously in formula (2). So, the linear interpolated pro
ess willbe a good approximation if and only if the geneti
 markers are 
lose to ea
h other.(b) V 2
n

(.) is a generalization of the pro
ess studied, under H0, by Rebaï et al. (1995) :the number of individuals in ea
h 
lass is not equal to the expe
tations (respe
tively
nr̄(t1, t2)/2, nr(t1, t2)/2, nr(t1, t2)/2, nr̄(t1, t2)/2) but is still random (respe
tively∑

n

j=1 1
Xj(t1)=11Xj(t2)=1, ∑n

j=1 1
Xj(t1)=11Xj(t2)=−1, ∑n

j=1 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=1 and∑

n

j=1 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=−1).(
) By 
ontiguity (
f. proof of theorem 1 in Se
tion 7.1), under Hat

⋆ , Vn(.) is asymp-toti
ally the same pro
ess as under H0 on whi
h the mean fun
tion m̃t
⋆(t) has beenadded. m̃t

⋆(t) is su
h as :
m̃t

⋆(t) =

{
t2 − t

t2
mt

⋆(t1) +
t

t2
mt

⋆(t2)

}
/
√

τ(t)(d) Vn(.) is de�ned here with Cov{S0
n
(t1), S

0
n
(t2)

}
= e−2t2 . In order to 
onsider other
ovarian
es between S0

n
(t1) and S0

n
(t2), τ(.) has to be adapted. It 
an easily be seenthat the new pro
ess V 2

n
(.) is still a generalization of the pro
ess studied by Rebaï et al.(1995) for any 
ovarian
e between S0

n
(t1) and S0

n
(t2) as soon as E

[
{2p(t) − 1}2

]
6= 0(p(t) veri�es formula (7)).

4. Several markers : the “Interval Mapping‘’ of Lander and Botstein (1989)In that 
ase suppose that there are K markers 0 = t1 < t2 < ... < tK = T . We 
onsidervalues t, t′ or t⋆ of the parameters that are distin
t of the markers positions, and theresult will be prolonged by 
ontinuity at the markers positions. For t ∈ [t1, tK ]\Tk where
Tk = {t1, ..., tK}, we de�ne tℓ and tr as :

tℓ = sup {tk ∈ Tk : tk < t} , tr = inf {tk ∈ Tk : t < tk}



8In other words, t belongs to the �Marker interval" (tℓ, tr).Theorem 2 We have the same result as in theorem 1 ex
ept that the following expres-sions are more 
ompli
ated :
E

[
{2p(t) − 1}2

]
, E {p(t)p(t′)} , E [X(t⋆) {2p(t) − 1}] , α(t) , β(t)Besides, Z(.) is now the non linear interpolated pro
ess su
h as :

Z(t) =
{

α(t) Z(tℓ) + β(t) Z(tr)
}

/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]with ∀k ∀k′, Cov {Z(tk), Z(tk′)} = e−2|tk−tk′ |.In the same way, the mean fun
tion mt
⋆(t) is now su
h as :

mt
⋆(t) =

{
α(t) mt

⋆(tℓ) + β(t) mt
⋆(tr)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]All these expressions in
luding a proof are given in appendix 8.2.Note that ∀k ∀k′, Γ(tk, tk′) = e−2|tk−tk′ |. It is relative to an Ornstein-Uhlenbe
k pro
ess,as studied in Lander and Botstein (1989), and Cier
o (1998).Besides, in the same way as what has been done in Se
tion 3.1, we have :
∀k Wn(tk) =

√
n q̂/σ , Sn(tk) =

n∑

j=1

(yj − µ) (2 1
Xj(tk)=1 − 1)

σ
√

n

Λn(t) =
{

α(t) Sn(tℓ) + β(t) Sn(tr)
}2

/ E

[
{2p(t) − 1}2

]
+ oPθ0

(1) (8)
=
{

α(t) Wn(tℓ) + β(t) Wn(tr)
}2

/ E

[
{2p(t) − 1}2

]
+ oPθ0

(1)Note that ∀k ∀k′, Cov{S0
n
(tk), S0

n
(tk′)

}
= e−2|tk−tk′ |.Besides, by 
ontiguity (
f. appendix 8.2), the quantity oPθ0

(1) 
onverges also to zero under
Hat

⋆ .
4.1. RemarksThe linear interpolated pro
ess Vn(.) presented in Se
tion 3.2 
an easily be generalized tothe 
ase of several markers. This pro
ess is a generalization of the pro
ess studied, under
H0, by Rebaï et al. (1994). The details are given in appendix 8.3.On the other hand, the problem 
onsidered in this arti
le 
an be viewed as a missing dataproblem. The auxiliary information X(t) is available only at the lo
ation of geneti
 markers,otherwise the information is missing. Sin
e in absen
e of missing data, the pro
ess is relativeto an Ornstein-Uhlenbe
k pro
ess, the missing observations 
an be obtained by a krigingmethod. The pro
ess refering to the kriging method will be 
alled Mn(.). After some easy
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al
ulations, we obtain :
Mn(t) =

{
e−2(t−t

ℓ) − γ(t) e−2(tr−t
ℓ)
}

Sn(tℓ) + γ(t) Sn(tr)

=
{

e−2(t−t
ℓ) − γ(t) e−2(tr−t

ℓ)
}

Wn(tℓ) + γ(t) Wn(tr) + oPθ0
(1)where γ(t) = e

−2(tr
−t)−e

−2(t−2tℓ+tr)

1−e
−4(tr

−tℓ)
. Note that this pro
ess is asymptoti
ally a Gaussianpro
ess, 
entered under H0 but with unit varian
e only at lo
ation of geneti
 markers.Under Hat

⋆ , by 
ontiguity (in the same way of what has been done in the proof of theorem1), this is asymptoti
ally the same pro
ess but the mean fun
tion, m̄t
⋆(t) is added to thepro
ess:

m̄t
⋆(t) =

{
e−2(t−t

ℓ) − γ(t) e−2(tr−t
ℓ)
}

mt
⋆(tℓ) + γ(t) mt

⋆(tr)If now a res
aling is done in order to obtain a pro
ess with unit varian
e, then by Taylorexpansions at the �rst order, it 
an be seen that the pro
ess obtained by the kriging methodis exa
tly the interpolated pro
ess Vn(.) (asymptoti
 is not required).
4.2. IllustrationFigure 2 represents under H0, the 
umulative distribution fun
tion of the square of thesup of four di�erent pro
esses on [0, 0.6] with 4 markers equally spa
ed every 0.2M : theasymptoti
 pro
ess Z(.), the limiting pro
ess of the linear interpolated pro
ess Vn(.), thelimiting pro
ess of the kriging pro
ess Mn(.) and the asymptoti
 pro
ess for whi
h the testsare only done on the markers. 100000 sample paths of the di�erent pro
esses have beensimulated. Ea
h test is done every 
M. The interest is on the quantile of order 95%. It is notsurprising that when tests are only on markers, the 
umulative density fun
tion is above thethree other 
urves. Howewer, the 
urves of the linear interpolated pro
ess and the pro
ess
Z(.) are pretty 
lose : the estimation of the quantile of order 95% is 6.06 for the linearinterpolated and 6.08 for the pro
ess Z(.). (5.86 if tests are done only on markers). It is notsurprising be
ause markers are 
lose to ea
h other. On the other hand, the kriging pro
essis another way of analyzing data, that's why the 
orresponding 
umulative distribution isso di�erent (the estimation of the quantile is 6.77).
5. GeneralizationIn the previous se
tions, we were looking for a QTL lying on the interval [0, T ] using the
on
ept of Interval Mapping. One population of progenies of a sire has been studied thatis to say one family. In order to in
rease the power of the method, geneti
ists look for theQTL not in one family but simultanously in several families, ea
h de�ned by a di�erentsire. It in
reases the 
han
es to study families whose sires are heterozygote at the QTL. Inthat 
ase, the Interval Mapping method is also used : LRT are peformed at ea
h position
t ∈ [0, T ] and the supremum of these statisti
s is used as a unique test statisti
. Naturally,the putative QTL is supposed to be lying at the same lo
ation in ea
h family otherwise the
on
ept of Interval Mapping has no sense.Let's extend the model presented in Se
tion 2 to the 
ase of several families. Let I ∈ N

⋆be the number of families. Let C be a dis
rete random variable refering to the family :
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5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7
0.94

0.945

0.95

0.955

0.96

0.965

u

F(
u)

only on markers
kriging
linear interpolated
Z

Fig. 2. Cumulative distribution function of the square of four different processes (T = 0.6M, 4 markers
equaly spaced every 0.2M)

πi = P (C = i). In other words, the individual belongs to family i with probability πi.When we deal with di�erent families, the lo
ation and the number of the geneti
 markersusually di�er in ea
h family. However, in order to make reading easier, we will supposedhere, that the lo
ation and the number of geneti
s markers do not di�er with the family.The general results are present in Rabier (2009).In our 
ase, the pro
ess X(.) is un
hanged. Howewer, the quantitative trait veri�es now :
(
Y
∣∣C = i

)
= µi + X(t⋆) qi + σ εwhere µi and qi are respe
tively a polygeni
 e�e
t and the QTL e�e
t inside family i. ε isa Gaussian white noise.We denote by Cj the value of the variable C for the jth observation. In fa
t, our observationon ea
h individual is (Yj , Xj(t1), ..., Xj(tK), Cj). These observations are supposed to beiid. The goal of this study is to test if all the qi are equal to zero. As previously, the
hallenge is that t⋆ is unknown.The same notations as in Se
tion 4 will be used and as previously, we 
onsider only values

t, t′ or t⋆ of the parameters that are distin
t of the marker positions. The result will beprolonged by 
ontinuity at the markers positions.Let θ = (q1, ..., qI , µ1, ..., µI , σ) be the parameter of the model at t �xed and
θ0 = (0, ..., 0, µ1, ..., µI , σ) the true value of the parameter under H0. The likelihood ofthe triplet (Y, X(tℓ), X(tr), C

) with respe
t to the measure λ ⊗ N ⊗ N ⊗ N , λ being theLebesgue measure, N the 
ounty measure on N, is at a position t :
L(θ, t) =

I∑

i=1

[
p(t)f(µi+qi,σ)(y) + {1 − p(t)} f(µi−qi,σ)(y)

]
1C=i

πi

2
g(t)where g(t) is the same fun
tion as in Se
tion 3 adapted to the Marker interval (tℓ, tr).The likelihood Ln(θ, t) for n observations is obtained by the produ
t of n terms as above.

θ̂ = (q̂1, ..., q̂I , µ̂1, ..., µ̂I , σ̂) will be the MLE of θ.



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 11The alternative hypothesis 
an be written :
Hat

⋆ : �there is at least one qi = ai/
√

n, with ai ∈ R
⋆, at the position t⋆ "

5.1. ResultsTheorem 3 With the previous de�ned notations,
Λn(.)

F.d.→
I∑

i=1

{
Zi(.)

}2as n tends to in�nity, under H0 and Hat
⋆ where the Zi(.) are independent Gaussianpro
esses, with 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and with expe
tation :

• under H0, m(t) = 0

• under Hat
⋆

mi

t
⋆(t) =

ai

√
πi E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]Another way of 
hara
terizing Zi(.) is that Zi(.) is the non linear pro
ess su
h as :
Zi(t) =

{
α(t) Zi(tℓ) + β(t) Zi(tr)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]with ∀k ∀k′, Cov {Zi(tk), Zi(tk′)
}

= e−2|tk−tk′ |.In the same way :
mi

t
⋆(t) =

{
α(t) mi

t
⋆(tℓ) + β(t) mi

t
⋆(tr)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]The quantities Γ(t, t′), E [X(t⋆) {2p(t) − 1}], E

[
{2p(t) − 1}2

], α(t) and β(t) are the sameas in theorem 2.The proof of this theorem is given in Se
tion 7.2. Note that this theorem is also suit-able when the πi's are unknown.In the same way as what has been done in the previous Se
tions, let Wn(tk, i) and Sn(tk, i)be respe
tively the Wald statisti
 and the s
ore statisti
, whi
h 
orresponds to testing thepresen
e of a QTL in family i at a marker lo
ation tk. A

ording to the proof of theorem3 in Se
tion 7.2 :
Wn(tk, i) =

√
n πi q̂i/σ , Sn(tk, i) =

n∑

j=1

(yj − µi) (2 1
Xj(tk)=1 − 1)

σ
√

n πi

1Cj=i

Λn(t) =

I∑

i=1

{
α(t) Sn(tℓ, i) + β(t) Sn(tr, i)

}2
/ E

[
{2p(t) − 1}2

]
+ oPθ0

(1)

=
I∑

i=1

{
α(t) Wn(tℓ, i) + β(t) Wn(tr, i)

}2
/ E

[
{2p(t) − 1}2

]
+ oPθ0

(1)



12Note that Cov{S0
n
(tk, i), S0

n
(tk′ , i)

}
= e−2|tk−tk′ |.Besides, by 
ontiguity (
f. Se
tion 7.2), the quantity oPθ0

(1) 
onverges also to zero under
Hat

⋆ .
5.2. RemarksThe linear interpolated pro
ess and the pro
ess obtained by kriging 
an be generalized tothe 
ase of several families. The details are presented in appendix 8.4.
6. Extension to several QTLUntil now, it has been supposed that there was only one QTL lying on the interval [0, T ].So, the test statisti
 used was a natural statisti
, that is to say the supremum of the pro
ess.The interest is now on studying the same pro
esses as previously, Λn(.) and Sn(.), but underthe presen
e of several QTL on the interval [0, T ]. In this 
ase, the goal is not to performa test anymore, but to be able to run a model sele
tion in order to estimate the number ofQTL and their lo
ations.In order to make the reading easier, we will deal with only one family. m will refer to thenumber of QTL and qs to the QTL e�e
t of the sth QTL. Its position will be 
alled t⋆

s
. Weimpose t⋆1 < ... < t⋆

m
and we will suppose that the QTL e�e
ts are additives and there is nointera
tion between them. So, the quantitative trait Y veri�es :

Y = µ +

m∑

s=1

X(t⋆
s
) qs + σεwhere ε is a Gaussian white noise.Let denote ~t⋆ the quantity refering to the lo
ations of the QTL. H

a~t
⋆ will be the followingassumption :

H
a~t

⋆ : � there are m QTL lo
ated respe
tively at t⋆1, ..., t⋆
m
and with e�e
t

q1 = a
1

√
n
, ..., qm = a

m
√

n
where (a1, ..., am) ∈ R

m⋆ "We will 
onsider values t, t′, t⋆1, ..., t⋆
m

of the parameters that are distin
t of the markerspositions, and the result will be prolonged by 
ontinuity at the markers positions.
6.1. ResultsTheorem 4 With the previous de�ned notations,

Sn(.) ⇒ Z⋆(.) , Λn(.)
F.d.→ {Z⋆(.)}2as n tends to in�nity, under H0 and H

a~t
⋆ where the Z⋆(.) is a Gaussian pro
ess, with
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) and with expe
tation :

• under H0, m(t) = 0

• under H
a~t

⋆

m~t
⋆(t) =

m∑

s=1

as
E [X(t⋆

s
) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 13Another way of 
hara
terizing Z⋆(.) is that Z⋆(.) is the non linear pro
ess su
h as :
Z⋆(t) =

{
α(t) Z⋆(tℓ) + β(t) Z⋆(tr)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]with ∀k ∀k′, Cov {Z⋆(tk), Z⋆(tk′)} = e−2|tk−tk′ |.In the same way :
m~t

⋆(t) =

m∑

s=1

as

σ

{
α(t) E

[
X(t⋆

s
)
{
2p(tℓ) − 1

}]
+ β(t) E [X(t⋆

s
) {2p(tr) − 1}]

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]The quantities Γ(t, t′), E

[
{2p(t) − 1}2

], α(t), β(t) are the same as in theorem 2.
E [X(t⋆

s
) {2p(t) − 1}] is given in formula (21) of the proof of the theorem in Se
tion 7.3.As we fo
us on the same LRT pro
ess as previously, formula (8) of Se
tion 4 is still suitable.Besides, by 
ontiguity (
f. Se
tion 7.3), the quantity oPθ0

(1) 
onverges also to zero under
H

a~t
⋆ .All the results presented in this Se
tion 6 
an easily be generalized to the 
ase of severalfamilies and also to intera
tions between the QTL.

6.2. Estimation of the parametersAs for the appli
ation, the interval [0, T ] is always dis
retized, let 
onsider only these pointsof dis
retization : 0 = s1 < s2 < ... < sd = T . Without loss of generality, it 
an be supposedthat the QTL are lo
ated on these points of dis
retization.We estimate the unknown parameters m, a1,..., am and 
onsequently t⋆1,..., t⋆
m
by a penal-ized likelihood method (lasso Tibshirani (1996), elasti
 net Zou and Hastie (2005), dantzigsele
tor Candes and Tao (2005)) applied to the model :

Sn(se) =

d∑

i=1

asi E
[
X(t⋆

si
) {2p(se) − 1}

]

σ

√
E

[
{2p(se) − 1}2

] + εse
e = 1, ..., dwhere εse

is a Gaussian white noise and Cov(εse
, εse′

) = Γ(se, se
′).We remind that Sn(se) is the s
ore test for n observations performed at the position se.This method will be investigated in a forth
oming paper.

7. ProofsNotations : Iθ will be the Fisher information matrix taken at the point θ . Iij(θ) refersto the element ij of Iθ. I−1
ij

(θ) refers to the element ij of I−1
θ

, the inverse of Iθ.
7.1. Proof of theorem 1We �rst 
ompute the s
ore fun
tions and the Fisher information matrix. Let t ∈ [t1, t2].

∂log L

∂q
|θ0

=
y − µ

σ2
{2p(t) − 1}
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∂log L

∂µ
|θ0

=
y − µ

σ2
,

∂log L

∂σ
|θ0

= − 1

σ
+

(y − µ)2

σ3

I11(θ0) =
E

[
{2p(t) − 1}2

]

σ2
, I22(θ0) =

1

σ2As the fourth-order moment of a standard normal distribution is equal to three,
I33(θ0) =

2

σ2After some 
al
ulations, we �nd : I12(θ0) = I13(θ0) = I23(θ0) = 0. So,
Iθ0

= Diag




E

[
{2p(t) − 1}2

]

σ2
,

1

σ2
,

2

σ2


 (9)where E

[
{2p(t1) − 1}2

]
= E

[
{2p(t2) − 1}2

]
= 1 and ∀t ∈]t1, t2[ :

E

[
{2p(t) − 1}2

]
= r̄(t1, t2)

(
2Q1,1

t
− 1
)2

+ r(t1, t2)
(
2Q1,−1

t
− 1
)2 (10)Indeed, ∀t ∈]t1, t2[ :

E

[
{2p(t) − 1}2

]
= 2

{(
Q1,1

t

)2

r̄(t1, t2) +
(
Q1,−1

t

)2

r(t1, t2)

}

+ 2

{(
Q−1,1

t

)2

r(t1, t2) +
(
Q−1,−1

t

)2

r̄(t1, t2)

}
− 1As Q−1,1

t
= 1 − Q1,−1

t
, Q−1,−1

t
= 1 − Q1,1

t
and r̄(t1, t2) + r(t1, t2) = 1, we obtain formula(10).

E

[
{2p(t) − 1}2

] is always di�erent from zero sin
e the parameter t is bounded. It 
omes
∀t ∈ [t1, t2] :

Λn(t) =




n∑

j=1

(yj − µ) {2pj(t) − 1}

σ
√

n

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]




2

+ oPθ0
(1) (11)By 
onvention, the notation oPθ0

(1) is short for a sequen
e of random ve
tors that 
onvergesto zero in probability under H0 (i.e. no QTL on the whole interval studied).Study under H0 :Without loss of generality, we assume that n = 1 for the moment and we 
onsider the s
orefun
tion :
S(t) =

(y − µ) {2p(t) − 1}

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] =
y − µ

σ
h(t)
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t h(.) is a random pro
ess independent of y.It is easy to see that :
E {S(t)} = 0 , V {S(t)} = E

[
{h(t)}2

]
= 1

∀(t, t′) ∈ [t1, t2]
2 :

Γ(t, t′) := Cov {S(t), S(t′)} = E {h(t)h(t′)} =
E [{2p(t) − 1} {2p(t′) − 1}]√

E

[
{2p(t) − 1}2

]√
E

[
{2p(t′) − 1}2

]

=
4E {p(t)p(t′)} − 1√

E

[
{2p(t) − 1}2

]√
E

[
{2p(t′) − 1}2

](12)The formula for E {p(t)p(t′)} is given in appendix 8.1. As |p(t)p(t′)| 6 1, by dominated
onvergen
e theorem, E {p(t)p(t′)} is 
ontinuous at (t1, t
′), (t2, t

′) and (t1, t2). Then the
ovarian
e fun
tion is 
ontinuous at this points (be
ause the denominator is also 
ontinuous).So, the 
ovarian
e fun
tion is a 
ontinuous fun
tion on [t1, t2]
2.Let Sn(.) be the s
ore pro
ess for n observations :

Sn(t) =

n∑

j=1

(yj − µ) (2pj(t) − 1)

σ
√

n

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] (13)When n tends to in�nity, an appli
ation of the Multivariate Central Limit Theorem showsthat for 0 6 s1 < s2 < ... < sd 6 T :
(Sn(s1), ..., Sn(sd))

′ L→ N(0e,Σ)were Σ is the varian
e 
ovarian
e matrix, with unit varian
e and 
ovarian
e given by formula(12). 0e is a 
olumn ve
tor of zeros. As Λn(t) = S2
n
(t) + oPθ0

(1):
(Λn(s1), ...,Λn(sd))

′ L→
{

N(0e,Σ)

}2Study under Hat
⋆ :In this part, we set

Yj = µ +
a√
n

Xj(t
⋆) + σ εj (14)where εj is a Gaussian white noise. A

ording to formula (11), ∀t ∈ [t1, t2] :

Λn(t) = {Sn(t)}2
+ oPθ0

(1)We remind that oPθ0
(1) is short for a sequen
e of random ve
tors that 
onverges to zeroin probability under H0 (i.e. no QTL on the whole interval studied). Let oPθ0,t⋆

(1) be a



16sequen
e of random ve
tors that 
onverges to zeros if there is no QTL at position t⋆. Then,it is 
lear that :
Λn(t) = {Sn(t)}2

+ oPθ0,t⋆
(1)Let θa,t

⋆ be the parameter refering that we are under Hat
⋆ . Under Hat

⋆ , as the QTL islo
ated at position t⋆, the density of Y
∣∣X(t1), X(t2) veri�es :

p(t⋆)f(µ+q,σ)(y) + {1 − p(t⋆)} f(µ−q,σ)(y)Let Qn and Pn two sequen
es of probability measures de�ned on the same spa
e (Ωn, An).
Qn (respe
tively Pn) is the law 
orresponding to the density Ln(θa,t

⋆ , t⋆) (resp Ln(θ0, t
⋆)).We will 
all the log likelihood ratio log dQn

dPn
. It veri�es : log dQn

dPn
= log

{
Ln(θa,t⋆ , t

⋆)

Ln(θ0, t
⋆)

}.Notations : Qn⊳Pn will mean the sequen
e Qn is 
ontiguous with the respe
t to the sequen
e
Pn.Let b = (a, 0, 0)

′. As the model is di�erentiable in quadrati
 mean at θa,t
⋆ :

log

(
dQn

dPn

)
=

b′√
n
∇ log Ln(θ0, t

⋆) − 1

2
b′Iθ0

b + oPθ0
(1)Then, by the 
entral limit theorem :

log

(
dQn

dPn

)
L−→

H0

N(−1

2
ν2, ν2) with ν2 =

a2

σ2
E

[
{2p(t⋆) − 1}2

]So, by the iii) of Le Cam's �rst lemma, we have Qn ⊳ Pn.Up to now ∀t ∈ [t1, t2] :
Λn(t) = {Sn(t)}2

+ oPθ0,t⋆
(1)As Qn ⊳ Pn, a

ording to iv) of Le Cam's �rst lemma :

Λn(t) = {Sn(t)}2
+ oPθa,t⋆

(1)So, 
al
ulations 
an be done with the s
ore pro
ess. A

ording to formula (13) and (14),we have :
Sn(t) =

1√
n

n∑

j=1

εjhj(t) +

n∑

j=1

a

σn
Xj(t

⋆)hj(t) = S0
n
(t) +

n∑

j=1

a

σn
Xj(t

⋆)hj(t)where hj(.) is the equivalent of the pro
ess h(.) de�ned above but for the individual j. S0
n
(.)is the pro
ess obtained under H0.By the law of large number :

1

n

n∑

j=1

Xj(t
⋆)hj(t) → E {X(t⋆)h(t)}



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 17Let suppose K = 2 for the moment and, for example (t, t⋆) ∈]t1, t2[
2. Let us 
ompute

E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]. We 
ondition on X(t1) and X(t2). Consider, for example, the 
ase
X(t1) = X(t2) = 1. In this 
ase, p(t) = Q1,1

t
and we have :

E
[

X(t⋆) {2p(t) − 1}
∣∣ X(t1) = X(t2) = 1

]
= E

[
X(t⋆)

{
2Q1,1

t
− 1
} ∣∣ X(t1) = X(t2) = 1

]

=
{

2Q1,1
t

− 1
}

E
[

X(t⋆)
∣∣ X(t1) = X(t2) = 1

]

=
{

2Q1,1
t

− 1
} { r̄(t1, t

⋆) r̄(t⋆, t2)

r̄(t1, t2)
− r(t1, t

⋆)r(t⋆, t2)

r̄(t1, t2)

}

=
{

2Q1,1
t

− 1
} {

Q1,1
t
⋆ − Q−1,−1

t
⋆

}
=
{

2Q1,1
t

− 1
} {

2Q1,1
t
⋆ − 1

}Considering the four 
ases :
E [ X(t⋆) {2p(t) − 1}]

=
{

2Q1,1
t

− 1
} {

2Q1,1
t
⋆ − 1

} 1

2
r̄(t1, t2) +

{
2Q1,−1

t
− 1
} {

2Q1,−1
t
⋆ − 1

} 1

2
r(t1, t2)

+
{

2Q−1,1
t

− 1
} {

2Q−1,1
t
⋆ − 1

} 1

2
r(t1, t2) +

{
2Q−1,−1

t
− 1
} {

2Q−1,−1
t
⋆ − 1

} 1

2
r̄(t1, t2)

= r̄(t1, t2)
{

2Q1,1
t
⋆ − 1

} {
2Q1,1

t
− 1
}

+ r(t1, t2)
{

2Q1,−1
t
⋆ − 1

} {
2Q1,−1

t
− 1
} (15)A

ording to dominated 
onvergen
e theorem, E [ X(t⋆) {2p(t) − 1}] is 
ontinuous on [t1, t2]

2.As a 
on
lusion, ∀(t, t⋆) ∈ [t1, t2]
2 :

mt
⋆(t) =

a E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]A non linear interpolationAfter some easy 
al
ulations, we 
an remark that :
Sn(t) = { α(t) Sn(t1) + β(t) Sn(t2) } /

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]where Cov {S0
n
(t1), S

0
n
(t2)

}
= e−2t2 , α(t1) = 1, β(t1) = 0, α(t2) = 0, β(t2) = 1 and

∀t ∈]t1, t2[ :
α(t) = Q1,1

t
+ Q1,−1

t
− 1 and β(t) = Q1,1

t
− Q1,−1

tAnd it 
omes :
mt

⋆(t) = { α(t) mt
⋆(t1) + β(t) mt

⋆(t2) } /

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]Weak 
onvergen
e of the s
ore pro
essAs p(t) and E

[
{2p(t) − 1}2

] are 
ontinuous fun
tions, ea
h traje
tory of the pro
ess Sn(.) is



18a 
ontinuous fun
tion on [0, T ]. Let de�ne the modulus of 
ontinuity of a 
ontinous fun
tion
x on [0, T ] :

wx(δ) = sup|t′−t|<δ
|x(t′) − x(t)| where 0 < δ 6 TA

ording to theorem 8.2 of Billingsley (1999), the s
ore pro
ess is tight if and only if thetwo following 
onditions hold :(a) the sequen
e Sn(0) is tight.(b) For ea
h positive ǫ and η, there exist a δ, with 0 < δ < T , and an integer n0 su
h that

P {wSn
(δ) > η} 6 ǫ ∀n > n0.A

ording to Prohorov, the sequen
e Sn(0) is tight. So, a) is veri�ed.Let de�ne the fun
tions α̃(t) and β̃(t) su
h as :
α̃(t) = α(t)/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]
, β̃(t) = β(t)/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]First, we 
an remark that ∀δ su
h as 0 < δ 6 T :
wSn

(δ) = sup|t′−t|<δ
|Sn(t′) − Sn(t)|

= sup|t′−t|<δ

∣∣∣{α̃(t′) − α̃(t)}Sn(t1) +
{

β̃(t′) − β̃(t)
}

Sn(t2)
∣∣∣

6 max {|Sn(t1)| , |Sn(t2)|}
{

wα̃(δ) + w
β̃
(δ)
}Let ǫ > 0 and η > 0, as the sequen
e max {|Sn(t1)| , |Sn(t2)|} is uniformly tight, ∃M su
has ∀n > 1 P [ max {|Sn(t1)| , |Sn(t2)|} > M ] 6 ǫ.It 
omes, P

[
max {|Sn(t1)| , |Sn(t2)|}

{
wα̃(δ) + w

β̃
(δ)
}

> M
{

wα̃(δ) + w
β̃
(δ)
} ]

6 ǫAs α̃(t) and β̃(t) are 
ontinuous on the 
ompa
t [0, T ], a

ording to Heine's theorem,these fun
tions are uniformly 
ontinuous. So, let υ > 0, ∃δ1 with 0 < δ1 < T , su
h as
wα̃(δ1) < υ/2 and ∃δ2 with 0 < δ2 < T su
h as w

β̃
(δ2) < υ/2. Let δ = min(δ1, δ2) then

wα̃(δ) + w
β̃
(δ) < υ. If we impose υ = η/M , then ∀n > 1, P {wSn

(δ) > η} 6 ǫ whi
h meansb) of theorem 8.2 of Billingsley (1999) is ful�lled. So, the tightness of the s
ore pro
ess isproved.To 
on
lude, the tightness and the 
onvergen
e of �nite-dimensional imply the weak 
on-vergen
e of the s
ore pro
ess.
7.2. Proof of theorem 3We �rst 
ompute the s
ore fun
tions and the Fisher Information matrix. Let t ∈ [t1, tK ]\Tk:

∂logL

∂qi

|θ0
=

y − µi

σ2
{2p(t) − 1} 1C=i ,

∂logL

∂µi

|θ0
=

y − µi

σ2
1C=i

∂logL

∂σ
|θ0

= − 1

σ
+

I∑

i=1

(y − µi)
2

σ3
1C=i
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Iθ0
= Diag

[
π1

σ2
E

[
{2p(t) − 1}2

]
, ...,

πI

σ2
E

[
{2p(t) − 1}2

]
,

π1

σ2
, ... ,

πI

σ2
,

2

σ2

]Remarks : If the πi's were unknown, after some easy 
al
ulations, we �nd that the Fisherinformation matrix would still be diagonal, it would be the same as above, and the diagonalterms 
on
erning πi would be equal to 1
πi
. So, the results established further are also truefor all the πi's unknown.It 
omes ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk :

Λn(t) =

I∑

i=1




n∑

j=1

(yj − µi) {2pj(t) − 1}
√

n πi σ

√
E

{
{2p(t) − 1}2

} 1Cj=i




2

+ oPθ0
(1) (16)Study under H0 :Without loss of generality, we assume n = 1 for the moment and we 
onsider the s
ore teststatisti
 refering to the test of the presen
e of a QTL in family i :

S(t, i) =
(y − µi) {2p(t) − 1}

√
πi σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] 1C=i =
y − µi

σ
√

πi

1C=i h(t)where h(.) is a random pro
ess (the same as in the proof of theorem 1), independent of yand C. It is easy to see that :
E {S(t, i)} = 0 , V {S(t, i)} = E

[
{h(t)}2

]
= 1

∀(t, t′) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :Cov {S(t, i), S(t′, i)} = E {h(t)h(t′)} = Γ(t, t′)This fun
tion Γ(t, t′) is the same as in theorem 2.Let Sn(., i) be the s
ore pro
ess for n observations, related to testing the presen
e of a QTLin family i on [0, T ] :
Sn(t, i) =

n∑

j=1

(yj − µi) {2pj(t) − 1}
√

n πi σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] 1Cj=i (17)When n tends to in�nity, an appli
ation of the Multivariate Central Limit Theorem showsthat for 0 6 s1 < s2 < ... < sd 6 T :
(Sn(s1, i), ..., Sn(sd, i))

′ L→ N(0e,Σ)were Σ is the varian
e 
ovarian
e matrix, with unit varian
e and 
ovarian
e given by thefun
tion Γ(t, t′). 0e is a 
olumn ve
tor of zeros.A

ording to formula (16), we have Λn(t) =
∑

I

i=1 {Sn(t, i)}2
+ oPθ0

(1). It 
omes :
(Λn(s1), ...,Λn(sd))

′ L→
I∑

i=1

{
N(0e,Σ)

}2



20 Céline DelmasStudy under Hat
⋆ :In this part, we set

Yj = µi +
ai√
n

Xj(t
⋆) + σ εj (18)where εj is a Gaussian white noise.It is 
lear that we have also :

Λn(t) =

I∑

i=1

{Sn(t, i)}2
+ oPθ0,t⋆

(1) (19)Under Hat
⋆ , as the QTL is lo
ated at position t⋆, the density of Y

∣∣X(tℓ), X(tr), C = iveri�es :
p(t⋆)f(µi+qi,σ)(y) + {1 − p(t⋆)} f(µi−qi,σ)(y)By the 
entral limit theorem :

log

(
dQn

dPn

)
L−→

H0

N(−1

2
ν2, ν2) with ν2 =

I∑

i=1

a2
i

πi

σ2
E

[
{2p(t⋆) − 1}2

]By the iii) of Le Cam's �rst lemma, we have Qn ⊳ Pn. A

ording to iv) of Le Cam's �rstlemma and formula (19) :
Λn(t) =

I∑

i=1

{Sn(t, i)}2
+ oPθa,t⋆

(1)So, 
al
ulations 
an be done with the s
ore pro
ess. A

ording to formula (17) and (18),we have :
Sn(t, i) =

1√
n πi

n∑

j=1

εj 1Cj=i hj(t) +

n∑

j=1

ai

n σ
√

πi

1Cj=i Xj(t
⋆) hj(t)

= S0
n
(t, i) +

n∑

j=1

ai

n σ
√

πi

1Cj=i Xj(t
⋆) hj(t)where S0

n
(., i) is the pro
ess obtained under H0. We remind that hj(.) is the equivalent ofthe pro
ess h(.) for the individual j. By the law of large number :

1

n

n∑

j=1

Xj(t
⋆) hj(t) 1Cj=i → πi E {X(t⋆)h(t)}It 
omes : ∀(t, t⋆) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :

mi

t
⋆(t) =

ai

√
πi E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 21A non linear interpolation :We 
an easily remark that ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk :
Sn(t, i) = α(t) Sn(tℓ, i) + β(t) Sn(tr, i)/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]where α(t) = Q1,1
t

+Q1,−1
t

−1, β(t) = Q1,1
t

−Q1,−1
t

and ∀k ∀k′, Cov {S0
n
(tk, i), S0

n
(tk′ , i)

}
=

e−2|tk−tk′ |.It 
omes ∀(t, t⋆) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :
mi

t
⋆(t) =

{
α(t) mi

t
⋆(tℓ) + β(t) mi

t
⋆(tr)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]

7.3. Proof of theorem 4Study under H0 :
Λn(.) is the same pro
ess as in theorem 2.Study under H

a~t
⋆ :In this part, we set

Yj = µ +

m∑

s=1

Xj(t
⋆

s
) qs + σεj (20)where εj is a Gaussian white noise.Let's introdu
e some notations :

• ξ : number of �Marker intervals" whi
h 
ontain the QTL.
γ = 1, ..., ξ will refer to the di�erent intervals.

• mγ : number of QTL in the interval γ.
τ = 1, ...,mγ refers to the τth QTL in the interval γ.

• the sth QTL on [0, T ], 
an be rewritten, s = (τ, γ) =
{∑

γ−1
i=1 mi

}
+ τLet θ

a,~t
⋆ =

(
q1, ..., qm, µ, σ

) and θ0,~t
⋆ = (0, ..., 0, µ, σ).After some 
al
ulations, the likelihood of (Y, X

{
t⋆ℓ

(1,1)

}
, X

{
t⋆r

(1,1)

}
, ..., X

{
t⋆ℓ

(1,ξ)

}
, X

{
t⋆r

(1,ξ)

})with respe
t to the measure λ ⊗N ⊗ ...⊗N , λ being the Lebesgue measure, N the 
ountymeasure on N, veri�es :
L⋆(θ

a,~t
⋆) =

∑

(u1,...,um)∈{−1,1}m

f(µ+u1q
1+...+umq

m
,σ)(y)

×
{(

ξ∏

γ=1

A
{

t⋆ℓ

(τ,γ) , t⋆(τ,γ)

} [mγ−1∏

τ=1

R
{

t⋆(τ,γ) , t⋆(τ+1,γ)

}]
A
{

t⋆r

(mγ ,γ) , t⋆(mγ ,γ)

} )
g⋆(~t⋆)

}



22where
us = u(τ,γ)

A
{

t , t⋆(τ,γ)

}
= r

{
t , t⋆(τ,γ)

}
1

X(t)u(τ,γ)=−1 + r̄
{

t , t⋆(τ,γ)

}
1

X(t)u(τ,γ)=1

R
{

t⋆(τ,γ) , t⋆(τ+1,γ)

}
= r̄

{
t⋆(τ,γ) , t⋆(τ+1,γ)

}
1

u(τ,γ)u(τ+1,γ)=1

+ r
{

t⋆(τ,γ) , t⋆(τ+1,γ)

}
1

u(τ,γ)u(τ+1,γ)=−1

g⋆(~t⋆) =
1

2

ξ−1∏

γ=1

D
{

t⋆r

(mγ ,γ), t
⋆ℓ

(1,γ+1)

}

D(t, t′) = r̄(t, t′) 1
X(t)X(t′)=1 + r(t, t′) 1

X(t)X(t′)=−1The likelihood L⋆

n
(θ

a,~t
⋆) for n observations is obtained by the produ
t of n terms as above.Let Qn and Pn two sequen
es of probability measures de�ned on the same spa
e (Ωn, An).

Qn (respe
tively Pn) is the law 
orresponding to the density L⋆

n
(θ

a,~t
⋆) (resp L⋆

n
(θ0,~t

⋆)). Wewill 
all the log likelihood ratio log dQn

dPn
. It veri�es : log dQn

dPn
= log

{
L

⋆
n(θa,~t⋆ )

L
⋆
n(θ0,~t⋆ )

}.As the model is di�erentiable in quadrati
 mean at θ
a,~t

⋆ and a

ording to the 
entral limittheorem :
log

(
dQn

dPn

)
H0→ N(−1

2
ϑ2, ϑ2) with ϑ2 ∈ R

+⋆By the iii) of Le Cam's �rst lemma, we have Qn ⊳ Pn.We remind the notation oPθ0
(1) used in the proof of theorem 1 : oPθ0

(1) is short for asequen
e of random ve
tors that 
onverges to zeros in probability under H0 (i.e. no QTLon the whole interval studied).Besides, we remind the s
ore test statisti
 for n observations. ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk, we have :
Sn(t) =

n∑

j=1

(yj − µ) (2 pj(t) − 1)

σ
√

n

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]A

ording to the proof of theorem 1 :
Λn(t) = {Sn(t)}2

+ oPθ0
(1)Let oPθ

0,~t⋆
(1) be a sequen
e of random ve
tors that 
onverges to zeros if there is no QTLat t⋆1, ..., t⋆
m
. Then, it is 
lear that :

Λn(t) = {Sn(t)}2
+ oPθ

0,~t⋆
(1)As Qn ⊳ Pn, a

ording to iv) of Le Cam's �rst lemma :

Λn(t) = {Sn(t)}2
+ oPθ

a,~t⋆
(1)



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 23So, 
al
ulations 
an be done with the s
ore pro
ess.A

ording to formula (20) :
Sn(t) =

1√
n

n∑

j=1

εjhj(t) +
n∑

j=1

{
m∑

s=1

Xj(t
⋆

s
) as

}
hj(t)

σn

= S0
n
(t) +

n∑

j=1

{
m∑

s=1

Xj(t
⋆

s
) as

}
hj(t)

σnwhere hj(t) is the same fun
tion as in the proof of theorem 3.By the law of large number :
1

n

n∑

j=1

{
m∑

s=1

Xj(t
⋆

s
) as

}
hj(t) → E

[{
m∑

s=1

X(t⋆
s
) as

}
h(t)

]We have :
E

[{
m∑

s=1

X(t⋆
s
) as

}
h(t)

]
=

m∑

s=1

as
E [X(t⋆

s
) {2p(t) − 1}]√

E

[
{2p(t) − 1}2

]A

ording to formula (15) in Se
tion 7.1 and formula (22) in appendix 8.2 :
E [X(t⋆

s
) {2p(t) − 1}] (21)

=
{

r̄(tℓ, tr)
(
2Q1,1

t
⋆
s

− 1
)(

2Q1,1
t

− 1
)

+ r(tℓ, tr)
(
2Q1,−1

t
⋆
s

− 1
)(

2Q1,−1
t

− 1
)}

1
t
⋆
s∈]tℓ

,t
r [

+ e−2|t−t
⋆
s | 1

t
⋆
s /∈]tℓ

,t
r[It 
omes ∀(t, t⋆1, ..., t

⋆

m
) ∈ {[t1, tK ]\Tk}m+1 :

m~t
⋆(t) =

m∑

s=1

as
E [X(t⋆

s
) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]A non linear interpolation :The pro
ess Sn(.) is a non linear interpolation a

ording to formula (23) of appendix 8.2.It 
omes ∀(t, t⋆1, ..., t
⋆

m
) ∈ {[t1, tK ]\Tk}m+1 :

m~t
⋆(t) =

m∑

s=1

as

σ

{
α(t) E

[
X(t⋆

s
)
{
2p(tℓ) − 1

}]
+ β(t) E [X(t⋆

s
) {2p(tr) − 1}]

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]Weak 
onvergen
e of the s
ore pro
ess :Con
erning the weak 
onvergen
e of the s
ore pro
ess, the proof is the same as in the proofof theorem 2 in appendix 8.2.
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8. Appendix

8.1. Formula for E {p(t)p(t′)}
∀(t, t′) ∈]t1, t2[

2 :
E {p(t)p(t′} =

1

2

{
Q1,1

t
Q1,1

t
′ r̄(t1, t2) + Q1,−1

t
Q1,−1

t
′ r(t1, t2)

}

+
1

2

{
Q−1,1

t
Q−1,1

t
′ r(t1, t2) + Q−1,−1

t
Q−1,−1

t
′ r̄(t1, t2)

}This quantity is 
ontinuous at t1 and t2 (
f. proof of theorem 1 in Se
tion 7.1)
8.2. Sketch of the proof of theorem 2Let t ∈ [t1, tK ]\Tk. As t belongs to the �Marker interval" (tℓ, tr), some adjustments with Se
-tion 3 have to be done : t1 be
omes tℓ and t2 be
omes tr. So, p(t) is now the quantity equal to
P
{
X(t) = 1

∣∣X(tℓ), X(tr)
}. In the same way, p(t), Q1,1

t
, Q1,−1

t
, Q−1,1

t
and Q−1,−1

t
des
ribedin formula (2) have to be adapted to the �Marker interval". The likelihood presented informula (3), is un
hanged ex
ept that the fo
us is on the triplet (Y, X(tℓ), X(tr)
) and thefun
tion g(t) has to be adapted to the �Marker interval". Formula (11) of Se
tion 7.1 is alsosuitable t ∈ [t1, tK ]\Tk be
ause t is bounded. It 
omes, ∀(t, t′) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :

Γ(t, t′) =
4E {p(t)p(t′)} − 1√

E

[
{2p(t) − 1}2

]√
E

[
{2p(t′) − 1}2

]

E

[
{2p(t) − 1}2

] des
ribed in formula (10) of Se
tion 7.1 has to be adapted to the �Markerinterval".
∀(t, t′) ∈ ]tℓ, tr[2, the expression of E {p(t)p(t′)} 
an be dedu
ed from appendix 8.1 byadapting to the �Marker interval".Besides, if (t, t′) ∈ ]tℓ, tr[ × [tr, tK ]\Tk :
E {p(t)p(t′)}

=
1

2
r̄(tℓ, tr)

[
Q1,1

t
′ r̄
{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+ Q1,−1

t
′ r

{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,1

t
r̄
{
tr, (t′)ℓ

}
+ Q−1,−1

t
r
{
tr, (t′)ℓ

}]

+
1

2
r̄(tℓ, tr)

[
Q−1,1

t
′ r

{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+ Q−1,−1

t
′ r̄

{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,1

t
r
{
tr, (t′)ℓ

}
+ Q−1,−1

t
r̄
{
tr, (t′)ℓ

}]

+
1

2
r(tℓ, tr)

[
Q1,1

t
′ r̄
{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+ Q1,−1

t
′ r

{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,−1

t
r
{
tr, (t′)ℓ

}
+ Q−1,1

t
r̄
{
tr, (t′)ℓ

}]

+
1

2
r(tℓ, tr)

[
Q−1,1

t
′ r

{
(t′)ℓ, (t′)r

}
+ Q−1,−1

t
′ r̄

{
(t′)ℓ, (t′)r

}] [
Q1,−1

t
r̄
{
tr, (t′)ℓ

}
+ Q−1,1

t
r
{
tr, (t′)ℓ

}]In the same way as what has been done in the proof of theorem 1 (
f. Se
tion 7.1),
∀(t, t⋆) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :

mt
⋆(t) =

a E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]

σ

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 25If (t, t⋆) ∈]tℓ, tr[2, then E [X(t⋆) {2p(t) − 1}] has the same expression as in formula (15) ofSe
tion 7.1 provided that we adapt to the �Marker interval".Besides, if (t, t⋆) ∈ ]tℓ, tr[ × [tr, tK ]\Tk :
E [X(t⋆) {2p(t) − 1}]
= 2 Q1,1

t
E
{
X(t⋆)1

X(tℓ)=11X(tr)=1

}
+ 2 Q1,−1

t
E
{
X(t⋆)1

X(tℓ)=11X(tr)=−1

}

+ 2 Q−1,1
t

E
{
X(t⋆)1

X(tℓ)=−11X(tr)=1

}
+ 2 Q−1,−1

t
E
{
X(t⋆)1

X(tℓ)=−11X(tr)=−1

}

= r̄(tℓ, t) r̄(t, tr) {1 − 2r(tr, t⋆)} + r̄(tℓ, t) r(t, tr) {2r(tr, t⋆) − 1}
+ r(tℓ, t) r̄(t, tr) {1 − 2r(tr, t⋆)} + r(tℓ, t) r(t, tr) {2r(tr, t⋆) − 1}
= {1 − 2r(t, tr)} {1 − 2r(tr, t⋆)} = e−2(t⋆−t)As we deal with Poisson pro
esses, it is reversible. So, If (t, t⋆) ∈ [t⋆r, tK ]\Tk× ]t⋆ℓ, t⋆r[ :

E [X(t⋆) {2p(t) − 1}] =
{
1 − 2r(t⋆, tℓ)

} {
1 − 2r(tℓ, t)

}
= e−2(t−t

⋆)So, if t and t⋆ do not belong to the same �Marker interval" :
E [X(t⋆) {2p(t) − 1}] = e−2|t−t

⋆| (22)A non linear interpolationCon
erning the non linear interpolation, we have to adapt formula (5) of Se
tion 3.1 to the�Marker interval". ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk we have :
Sn(t) =

{
α(t) Sn(tℓ) + β(t) Sn(tr)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] (23)where α(t) = Q1,1
t

+ Q1,−1
t

− 1, β(t) = Q1,1
t

− Q1,−1
t

and ∀k ∀k′, Cov {S0
n
(tk), S0

n
(tk′)

}
=

e−2|tk−tk′ |.It 
omes ∀(t, t⋆) ∈ [t1, tK ]\Tk × [t1, tK ]\Tk :
mt

⋆(t) =
{

α(t) mt
⋆(tℓ) + β(t) mt

⋆(tr)
}

/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]Weak 
onvergen
e of the s
ore pro
essEa
h traje
tory of the pro
ess Sn(.) is a 
ontinuous fun
tion on [0, T ]. In the same way asin the proof of theorem 1 in Se
tion 7.1, in order to prove the tightness of the s
ore pro
ess,we have to verify that 
onditions a) and b) of theorem 8.2 of Billingsley (1999) are ful�lled.A

ording to Prohorov, Sn(0) is tight, so a) is ful�lled.We remind the modulus of 
ontinuity of Sn(t) :
wSn

(δ) = sup|t′−t|<δ
|Sn(t′) − Sn(t)| where 0 < δ 6 TLet de�ne wk

Sn
(δ), the modulus of 
ontinuity of Sn(t) only between the markers k and k +1:

wk

Sn
(δ) = sup|t′−t|<δ

|Sn(t′ + tk) − Sn(t + tk)| where 0 < δ 6 tk+1 − tk



26As the s
ore pro
ess is tight when there are only two markers (
f. proof of theorem 1),a

ording to b) of theorem 8.2 of Billingsley (1999), we have for a given k:
∀ǫ > 0 ∀η > 0 ∃δk with 0 < δk < tk+1 − tk su
h that P

{
wk

Sn
(δk) > η

}
6 ǫSo, let ǫ > 0, ǫ′ = ǫ/(K − 1), η > 0 and we impose δ = min

k∈{1,...,K−1}(δk)then ∀k ∈ {1, ...,K − 1} P
{
wk

Sn
(δ) > η

}
6 ǫ′.As wSn

(δ) > w1
Sn

(δ) + ... + wK−1
Sn

(δ), then P {wSn
(δ) > η} 6

∑
K−1
k=1 P

{
wk

Sn
(δ) > η

}
6 ǫwhi
h means b) of theorem 8.2 of Billingsley (1999) is ful�lled. So, the tightness of thes
ore pro
ess is proved.To 
on
lude, the tightness and the 
onvergen
e of �nite-dimensional imply the weak 
on-vergen
e of the s
ore pro
ess.

8.3. Linear interpolated process under Interval MappingIn presen
e of several markers, the linear interpolated pro
ess Vn(.) is su
h as ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk:
Vn(t) =

{
tr − t

tr − tℓ
Sn(tℓ) +

t − tℓ

tr − tℓ
Sn(tr)

}
/
√

τ(t)

=

{
tr − t

tr − tℓ
Wn(tℓ) +

t − tℓ

tr − tℓ
Wn(tr)

}
/
√

τ(t) + oPθ0
(1)where

τ(t) =

(
tr − t

tr − tℓ

)2

+ 2
(tr − t)(t − tℓ)

(tr − tℓ)2
e−2(tr−t

ℓ) +

(
t − tℓ

tr − tℓ

)2It 
an be seen easily that τ(t) 6= 0, ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk .
Vn(.) remains asymptoti
ally a Gaussian pro
ess with mean equal to 0 under H0, unitvarian
e, and ∀k ∀k′, Cov{S0

n
(tk), S0

n
(tk′)

}
= e−2|tk−tk′ |. In the same way as what hasbeen done in Se
tion 3.2, the weights of the model of mixture 
orresponding to this pro
essverify :

p(t) = 1
X(tℓ)=11X(tr)=1 +

tr − t

tr − tℓ
1

X(tℓ)=11X(tr)=−1 +
t − tℓ

tr − tℓ
1

X(tℓ)=−11X(tr)=1This weights are an approximation at the �rst order of the original weights. So, the linearinterpolated pro
ess will be a good approximation if and only if the geneti
 markers are
lose to ea
h other. This pro
ess Vn(.) is a generalization of the pro
ess studied, under H0,by Rebaï et al. (1994). By 
ontiguity (in the same way of what has been done in Se
tion7.1), under Hat
⋆ , Vn(.) is asymptoti
ally the same pro
ess as under H0 on whi
h the meanfun
tion, m̃t

⋆(t), has been added :
m̃t

⋆(t) =

{
tr − t

tr − tℓ
mt

⋆(tℓ) +
t − tℓ

tr − tℓ
mt

⋆(tr)

}
/
√

τ(t)
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8.4. Linear interpolated process and kriging process in presence of several familiesLet Vn(., i) be the linear interpolated pro
ess for family i. ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk :
Vn(t, i) =

(
tr − t

tr − tℓ
Sn(tℓ, i) +

t − tℓ

tr − tℓ
Sn(tr, i)

)
/
√

τ(t)

=

(
tr − t

tr − tℓ
Wn(tℓ, i) +

t − tℓ

tr − tℓ
Wn(tr, i)

)
/
√

τ(t) + oPθ0
(1)where τ(t) has the same expression as in appendix 8.3 and ∀k ∀k′, Cov{S0

n
(tk, i), S0

n
(tk′ , i)

}
=

e−2|tk−tk′ |.∑
I

i=1 {Vn(., i)}2 is an approximation of the pro
ess Λn(.) provided that the geneti
 markersare 
lose to ea
h other.By 
ontiguity (
f. Se
tion 7.2), under Hat
⋆ , Vn(., i) is the same pro
ess as under H0 onwhi
h the mean fun
tion, m̃i

t
⋆(t), has been added :

m̃i

t
⋆(t) =

{
tr − t

tr − tℓ
mi

t
⋆(tℓ) +

t − tℓ

tr − tℓ
mi

t
⋆(tr)

}
/
√

τ(t)Let's generalize now the pro
ess obtained by kriging. Mn(., i) will be the kriging pro
essfor family i. ∀t ∈ [t1, tK ]\Tk :
Mn(t, i) =

{
e−2(t−t

ℓ) − γ(t) e−2(tr−t
ℓ)
}

Sn(tℓ, i) + γ(t) Sn(tr, i)where γ(t) is given in Se
tion 4.1.∑
I

i=1 {Mn(., i)}2 will be the kriging pro
ess. By 
ontiguity, under Hat
⋆ , Mn(., i) is the samepro
ess as under H0 on whi
h the mean fun
tion, m̄i

t
⋆(t) has been added :

m̄i

t
⋆(tk) =

{
e−2(t−t

ℓ) − γ(t) e−2(tr−t
ℓ)
}

mi

t
⋆(tℓ) + γ(t) mi

t
⋆(tr)

8.5. Comparison with Chang et al. (2009)The law of the LRT pro
ess has also been obtained by Chang et al. (2009) under the nullhypothesis. We propose here to present te
hni
al di�eren
es between our work and thework of Chang et al. (2009). As at a lo
ation t, the LRT is asymptoti
ally the square ofthe s
ore test, we will fo
us only on the s
ore pro
ess as in Chang et al. (2009).The main di�eren
e between the two approa
hes is that we 
onsider the number of indi-viduals in ea
h 
lass as a random variable whereas in Chang et al. (2009), the numberof individuals in ea
h 
lass is supposed equal to the expe
tations (same remark as (b) ofSe
tion 3.2).Our approa
h allows us to 
ompute the s
ore fun
tion ∂ log L

∂q
|θ0

for only one observationand to 
al
ulate the Fisher information matrix without approximation.Anyway, we obtain exa
tly the same Fisher information matrix as in Chang et al. (2009).However, there are some di�eren
es 
on
erning other quantities.8.5.1. Only two markers :Let 
onsider that there is only two markers as des
ribed in Se
tion 3. Let t ∈]t1, t2[. Theresult will be prolonged by 
ontinuity at the markers positions. A

ording to formula (4)



28of Se
tion 3.2 and using the fa
t that Q1,1
t

= 1 − Q−1,−1
t

and Q1,−1
t

= 1 − Q−1,1
t

, the s
oretest statisti
 is :
Sn(t) = (1 − 2Q−1,−1

t
)

n∑

j=1

(yj − µ)
{
1

Xj(t1)=11Xj(t2)=1 − 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=−1

}

σ
√

n

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]

+ (1 − 2Q−1,1
t

)

n∑

j=1

(yj − µ)
{
1

Xj(t1)=11Xj(t2)=−1 − 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=1

}

σ
√

n

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]With our notations, the test statisti
 used in formula (8) of Chang et al. (2009) is :
U⋆(t) =

√
n

2
(1 − 2Q−1,−1

t
)

r̄(t1, t2) (ȳ11 − ȳ−1−1)

σ̂

√
E

[
{2p(t) − 1}2

] +

√
n

2
(1 − 2Q−1,1

t
)

r(t1, t2) (ȳ1−1 − ȳ−11)

σ̂

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]where ȳ11 = 2
nr̄(t1,t2)

∑
n

j=1 1
Xj(t1)=11Xj(t2)=1 , ȳ−11 = 2

nr(t1,t2)

∑
n

j=1 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=1

ȳ1−1 = 2
nr(t1,t2)

∑
n

j=1 1
Xj(t1)=11Xj(t2)=−1 and ȳ−1−1 = 2

nr̄(t1,t2)

∑
n

j=1 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=−1.We 
an remark Sn(t) 6= U⋆(t) + oPθ0

(1). It is due to the approximations done by Chang etal. (2009).Let G1
n
(t) and G2

n
(t) be the quantities su
h as :

G1
n
(t) =

n∑

j=1

(yj − µ)
{
1

Xj(t1)=11Xj(t2)=1 − 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=−1

}

σ
√

n r̄(t1, t2)

G2
n
(t) =

n∑

j=1

(yj − µ)
{
1

Xj(t1)=11Xj(t2)=−1 − 1
Xj(t1)=−11Xj(t2)=1

}

σ
√

n r(t1, t2)

G1
n
(t) and G2

n
(t) are asymptoti
ally standard normal variables under H0. Besides, G1

n
(t)and G2

n
(t) are independent. Note that G1

n
(t) and G2

n
(t) do not depend on t but we keep tas a parameter in order to adapt these test statisti
s to the 
ase of several markers in thenext Se
tion.Contrary to formula (9) of Chang et al. (2009) :

G1
n
(t) 6= 1

2

√
r̄(t1, t2)n

ȳ11 − ȳ−1−1

σ̂
+ oPθ0

(1)

G2
n
(t) 6= 1

2

√
r(t1, t2)n

ȳ1−1 − ȳ−11

σ̂
+ oPθ0

(1)We have :
Sn(t) =

{√
r̄(t1, t2) (1 − 2Q−1,−1

t
) G1

n
(t) +

√
r(t1, t2) (1 − 2Q−1,1

t
) G2

n
(t)
}

/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

](24)This formula is the 
orre
ted version of formula (10) of Chang et al. (2009) without approx-imations here. A

ording to formula (24), the s
ore at a position t between two markers,



Likelihood Ratio Test process for QTL detection 29is an interpolation not linear between the test statisti
 G1
n
(t) and G2

n
(t). Naturally, when ttends to t1 (resp. t2), Sn(t) tends to Sn(t1) (resp. Sn(t2)). It be
omes a linear interpolationbetween Sn(t1) and Sn(t2) if a Taylor linearization is done 
on
erning the weights of themodel of mixture (
f. Se
tion 3.2).Finally, we agree with formula (11) of Chang et al. (2009) 
on
erning the 
ovarian
e of thepro
ess, it is exa
tly the same fun
tion as Γ(t, t′) of theorem 1 of this paper.Note that the non linear interpolation presented above, in formula (24), is not the sameinterpolation as presented in formula (5) of Se
tion 3.1 of this paper. Our interpolation ismore intuitive, be
ause it is an interpolation between the test statisti
 on markers. Besides,we will see in the next Se
tion that there is an advantage using our interpolation in termsof simulations.8.5.2. Several markers : the �Interval Mapping`' of Lander and Botstein (1989)Let 
onsider that there are several markers as des
ribed in Se
tion 4. We 
onsider values t,

t′ of the parameters that are distin
t of markers positions. Let t ∈ [t1, tK ]\Tk. We have :
G1

n
(t) =

n∑

j=1

(yj − µ)
{
1

Xj(tℓ)=11Xj(tr)=1 − 1
Xj(tℓ)=−11Xj(tr)=−1

}

σ
√

n r̄(tℓ, tr)

G2
n
(t) =

n∑

j=1

(yj − µ)
{
1

Xj(tℓ)=11Xj(tr)=−1 − 1
Xj(tℓ)=−11Xj(tr)=1

}

σ
√

n r(tℓ, tr)

Sn(t) =

{√
r̄(tℓ, tr) (2Q1,1

t
− 1) G1

n
(t) +

√
r(tℓ, tr) (2Q1,−1

t
− 1) G2

n
(t)

}
/

√
E

[
{2p(t) − 1}2

]This last formula is the 
orre
ted version of formula (14) of Chang et al. (2009).Let (t, t′) ∈ ]tℓ, tr[ × [tr, tK ]\Tk. The di�erent 
ovarian
es under H0 are :Cov{G1
n
(t), G1

n
(t′)
}

=
√

r̄(tℓ, tr) r̄ {(t′)ℓ, (t′)r} e−2{(t′)ℓ−t
r}Cov{G1

n
(t), G2

n
(t′)
}

=
√

r̄(tℓ, tr) r {(t′)ℓ, (t′)r} e−2{(t′)ℓ−t
r}Cov{G2

n
(t), G1

n
(t′)
}

= −
√

r(tℓ, tr) r̄ {(t′)ℓ, (t′)r} e−2{(t′)ℓ−t
r}Cov{G2

n
(t), G2

n
(t′)
}

= −
√

r(tℓ, tr) r {(t′)ℓ, (t′)r} e−2{(t′)ℓ−t
r}This is exa
tly the same 
ovarian
es as in formula (19) of Chang et al. (2009). Besides, weagree with formula (20) of Chang et al. (2009) whi
h establish a relationship between thetest statisti
 G when t and t′ belong to 2 
onse
utive marker interval (as above we suppose

t < t′):
G2

n
(t′) =

1√
r(tr, (t′)r)

{√
r̄(tℓ, tr) G1

n
(t) −

√
r(tℓ, tr) G2

n
(t) −

√
r̄(tr, (t′)r) G1

n
(t′)

}To 
on
lude, the non linear interpolation proposed by Chang et al. (2009) is an approx-imation. We present here their interpolation without approximations. Howewer, their



30approximations don't a�e
t the �nal results 
on
erning the pro
ess. Their approa
h is veryinteresting be
ause it 
hara
terizes the pro
ess by interpolation between the test statisti

G, and in terms of 
ovarian
e between the test statisti
 G.In this paper, we have 
al
ulated the whole 
ovarian
e fun
tion Γ(t, t′) (
f. theorem 2) inorder to see if under the alternative, the shift at a position t was Γ(t, t⋆) as in Azaïs et al.(2006) and Azaïs et al. (2009). We have also 
hara
terized the pro
ess by a non linear inter-polation between the test statisti
 on markers. When tests are performed only on markers,the s
ore pro
ess is a Dis
rete Ornstein Uhlenbe
k (DOU) pro
ess (
f. Se
tion 4). As itis well known that the DOU pro
ess is an AR(1) pro
ess, it will be easy to simulate thedis
rete pro
ess on markers, and to obtain the values between markers by interpolation.
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Abstract

We propose several new methods to calculate threshold and power for Quan-
titative Trait Locus (QTL) detection. They are based on asymptotic theo-
retical results presented in Rabier et al. (2009) . The asymptotic validity is
checked by simulations. The methods proposed are fast and easy to imple-
ment. A comparison of power between a multiple testing procedure and a
global test has been realized, showing far better performances of the global
test for the detection of a QTL.

Key words: QTL detection, Likelihood Ratio Test, Chi-Square process,
Multiple Testing, Threshold, Monte-Carlo methods

1. Introduction

We study the problem of detecting a Quantitative Trait Locus, so-called
QTL (a gene influencing a quantitative trait which is able to be measured)
on a given chromosome in a population of progenies which are structured
into sire families. The back-cross population, A × (A × B), where A and B
are purely homozygous lines, is a particular case of such a population.
A method largely used in order to detect a QTL, is the Interval Mapping
proposed by Lander and Botstein (1989). Using the Haldane (1919) distance
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and modelling, each chromosome is represented by a segment [0, T ]. The
distance on [0, T ] is called the genetic distance (measured in Morgans). At
each location t ∈ [0, T ], the presence of a QTL is tested with a Likelihood
Ratio Test (LRT). So, multi-testing leads to a LRT process, and taking as
test statistic the supremum of this process comes down to perform a LRT in
a model when the localisation of the QTL is an extra parameter.
Some theoretical results are present in Rebäı et al. (1994, 1995), in Cierco
(1998), and in Azäıs and Cierco-Ayrolles (2002). Howewer, these papers use
some approximations. In Rabier et al. (2009), article submitted, the focus
is on the exact model. The asymptotic distributions of the LRT process are
given under the null hypothesis (no QTL on [0, T ]), under the alternative
that there is one QTL at t⋆ on [0, T ], and under the general alternative that
there are m QTL on [0, T ]. The focus here is on the null hypothesis and on
the particular alternative that there is one QTL on [0, T ].

In this paper :

1. we propose methods, as a function of the genetic map, to calculate
thresholds for the supremum of the LRT process under H0.

2. as all these methods are based on asymptotic results, we check the
validity of the asymptotic assumption by simulating samples of different
sizes.

3. we study the asymptotic power of the Interval Mapping and we give
advices on how to optimize the detecting process.

The methods studied are available in a Matlab package with graphical user
interface : “imapping.zip”.
It can be downloaded at www.math.univ-toulouse.fr/∼rabier .

2. Model

The chromosome is the segment [0, T ]. K genetic markers are located
on the chromosome, one at each extremity. t1 = 0 < t2 < ... < tK =
T are the locations of the markers. The “genome information” at t will
be denoted X(t). The Haldane (1919) model is the following : the law of
X(t1) is 1

2
(δ1 + δ−1) and X(t) = (−1)N(t)X(t1) where N(t) is a standard

Poisson process. Indeed, the Haldane model assumes that crossovers occur
at random and independently of each other. The Haldane (1919)’s function
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r : [0, T ]2 7−→
[
0, 1

2

]
is such as :

r(t, t′) = P(X(t)X(t′) = −1) = P(|N(t) − N(t′)| odd) =
1

2
(1 − e−2|t−t′|)

This function links the recombination rate r(t, t′) between two loci located
respectively at t and t′, and the distance |t − t′| between the two loci.

A sire family is defined by a set of progenies. I families will be considered. C
is a discrete random variable refering to the family. The individual belongs
to family i with probability πi = P (C = i).
The quantitative trait Y depends on the value of X(t) at t⋆ ∈ [t1, tK ] which
is the location of the QTL. It also depends on the family it belongs to. The
quantitative trait verifies :

(
Y

∣∣C = i
)

= µi + X(t⋆) qi + σ ε

where µi and qi are respectively a polygenic effect and the QTL effect within
family i. ε is a Gaussian white noise.
Besides, the “genome information” is available only at locations of genetic
markers, that is to say at t1, t2, ..., tK .
n is the number of observations j, (Yj, Xj(t1), ..., Xj(tK), Cj). These ob-
servations are supposed to be independent and identically-distributed. We
will call one population a sample of n observations.
The goal of this study is to test if there is a QTL on the chromosome with
at least one of the sires heterozygous. The challenge is that t⋆ is unknown.
So, the alternative hypothesis can be written :

Hλt⋆ : “there is at least one qi = λi/
√

n, with λi ∈ R
⋆, at the position t⋆ ”

In this context, we remind Theorem 3 of Rabier et al. (2009), which gives
the asymptotic distribution of the LRT process, Λn(.), under the null and
the alternative hypothesis.

Theorem With the previous defined notation,

Λn(.)
F.d.→

I∑

i=1

{
Zi(.)

}2
(1)

as n tends to infinity, under H0 and Hλt⋆ where :
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• F.d.→ is the convergence of fini-dimensional distributions

• the Zi(.) are independent Gaussian processes. More precisely, Zi(.) is
the continuous and the non linear process such as ∀t ∈]tk, tk+1[ :

Zi(t) =
{

α(t) Zi(tk) + β(t) Zi(tk+1)
}

(2)

where Cov {Zi(tk), Z
i(tk′)} = e−2|tk−tk′ |. The mean function of Zi(.)

verifies :

– under H0, m(t) = 0

– under Hλt⋆, mi
t⋆(t) is proportional to λi

√
πi.

We refer to Rabier et al. (2009) for the rather complicated expressions of the
functions mi

t⋆(t), α(t), β(t) and the covariance Γ(t, t′) of Zi(.).

Note that when the number of genetic markers is infinite, the process Zi(.) is
an Ornstein-Uhlenbeck process. The paths of three processes are presented
in Figure 1 (the length of the chromosome is T = 1 Morgan):

• the Ornstein-Uhlenbeck process.

• the process Z1(.) with only 2 markers, located at t1 = 0 and t2 = 1M.

• the process Z1(.) with markers located every 10cM.

The paths of the last two processes are smooth whereas the paths of the
Ornstein-Uhlenbeck process are very jerky. It’s not suprising because the
Ornstein-Uhlenbeck process can be viewed as a stationnary version of the
Brownian motion.
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Figure 1: Paths of three different Gaussian processes

3. Different methods to obtain thresholds as a function of the map
considered

3.1. Introducing the methods

We propose several new methods as a function of the map considered
to calculate thresholds for the supremum of the LRT process under H0. In
particular, two kinds of maps are studied :

• a sparse map : a few markers covering the chromosome

• a dense map : a high density of markers pretty close to each other

We will suppose that when the map is dense, tests are performed only on
markers, whereas when the map is sparse, test are also performed between
markers.

Under a sparse map, thresholds can be obtained using the most appropriate
methods as function of I :

• for I = 1, the problem comes down to computing the distribution of the
maximum, i-absolute, value of a Gaussian vector. This can be done by
a Discrete Monte-Carlo Quasi Monte-Carlo method (DMCQMC) : the
method for numerical computation of a multivariate normal probability
(Genz, 1992) can be considered. It uses a transformation that simplifies
the problem and places it into a form that allows efficient calculation
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using MCQMC methods. Note that a Newton’s method can been used
in order to obtain the threshold. This method is faster than using a
simple Monte-Carlo method.

• for I > 1, a Discrete Monte-Carlo (DMC) method can be performed.
According to the Theorem, when tests are performed only at the mark-
ers locations, the asymptotic process is a Discrete Ornstein-Uhlenbeck
Chi-Square process with I degrees of freedoms (DOUCS(I)). The defi-
nition of such a process is given in the right-hand side of formula (1).
When considered at the markers locations, the processes Zi(.) are sim-
ply AR(1) processes and we can interpolate by formula (2). In this
situation, the threshold is easily obtained by a Discrete Monte-Carlo
method based on a large number of sample paths (nspaths) of the
asymptotic process.

Under a dense map, we propose theoretical methods to obtain the thresholds.
Assuming that the number of genetic markers is infinite, the LRT process is
asymptotically an Ornstein-Uhlenbeck Chi Square process with I degrees of
freedom (OUCS(I)).
In a paper in progress, Rabier and Genz propose an approximative formula
(named DF here) for the threshold of the supremum of such a OUCS(I)
process. It is based on Delong (1981)’s work on Brownian motion. This
formula is suitable when I and the threshold are large.
Besides, statistical tables given by Estrella (2003), for the threshold of the
supremum of the OUCS(I), are also available. In order to obtain its exact
tables, Estrella improved Delong’s work on hypergeometrics functions. Es-
trella’s method will be denoted ET .

Table 1 is a summary of all the methods proposed for the two kind of maps.
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Map Method

Dense (testing on markers)

ET (table available
for I ≤ 20)

DF (formula available
for I and

threshold large)

Sparse (testing between markers)
DMCQMC

(available only for I = 1)

DMC for I > 1

Table 1: Summary of all the methods studied as a function of the map considered and the
way of performing tests (DMC for Discrete Monte-Carlo, DMCQMC for Discrete Monte-
Carlo Quasi Monte-Carlo, ET for Estrella exact table, DF for Delong approximative
formula)
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3.2. Applications under the null hypothesis

In this Section, the focus is on thresholds corresponding to the 95% quan-
tile of the supremum of the LRT process under H0. In order to illustrate the
different methods, a sparse map and a dense map are considered. Since all
the methods are based on asymptotic results (cf. Theorem), in order to check
the validity of this results, some populations of different sizes have been sim-
ulated (npop denotes the number of populations whereas n denotes the size
of a population).

Sparse map
The sparse map consists of a chromosome of length T = 60cM with 4 genetic
markers equally spaced every 20cM. The presence of a QTL is tested every
5cM.

In Table 2, thresholds are presented as a function of I. In Table 3, the focus
is on the number of false positives (NFP) as a function of the number of
individuals n (thresholds taken from Table 2). Using Binomial distribution,
a 95% confidence interval is calculated (into brackets in the tables) for the
true percentage of the number of false positives.

According to Table 3, when there are in mean 200 individuals per family,
that is to say n = 200 I, NFP is not significantly different from 5%. When
n = 50 I, we can consider that NFP is still fair (even if it is significantly
different from 5%) whereas when n = 30 I, NFP is not so nominal.

Dense map
The dense map consists of a chromosome of length T = 50cM with 501 ge-
netic markers equally spaced every 0.1cM.

The thresholds are compared in Table 4, and the NFP in Table 5. This
aspect suggests fast convergence to asymptotic regime.

3.3. Remark

ET is not appropriate for sparse map for two reasons :

1. ET is based on Ornstein-Uhlenbeck (OU) process which is much more
irregular than the process Z1(.) (see Figure 1). When I = 1, this can
be formalized by the use of Slepian type inequalities, specially lemma
(2.1) in Azäıs and Wschebor (2009) which comes from Plackett (1954).
It can be proved that the covariances are smaller in the case of OU
process than for the process Z1(.). It implies that the maximum of OU
is stochastically greater than the Z1(.) one. Since P (sup |Z1(.)| > u) ≈
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2P (sup Z1(.) > u), this argument can be approximatively extended to
the absolute value.

2. for the sparse map, the focus is not on continuous process but on dicrete
process : the maximum of continuous process is always greater than
the discrete one.

To sum up, ET will give too large thresholds.
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Method DMCQMC (I = 1) DMC (I = 3) DMC (I = 5)
Threshold 6.06 10.76 14.47

Table 2: Thresholds obtained using the appropriate method as a function of the value of
I considered (nspaths = 1000000). The map consists of 4 genetic markers equally spaced
every 20cM (T=60cM). A test is done every 5cM.

P
P

P
P

P
P

P
P

P
n

Method
DMCQMC (I = 1) DMC (I = 3) DMC (I = 5)

n = 200 I 5.20% [4.98%; 5.42%] 5.03% [4.82%; 5.24%] 5.22% [5.00%; 5.44%]
n = 50 I 5.78% [5.55%; 6.01%] 5.97% [5.74%; 6.20%] 6.11% [5.88%; 6.34%]
n = 30 I 6.60% [6.36%; 6.84%] 6.77% [6.52%; 7.02%] 7.08% [6.83%; 7.33%]

Table 3: Number of False Positives (NFP) as a function of the number of individuals n

and the method considered. The map consists of 4 genetic markers equally spaced every
20cM (T=60cM). A test is done every 5cM (σ = 1, µ1 = −0.37, µ2 = 0.03, µ3 = 0.06,
µ4 = −0.26, µ5 = 0.27, npop = 40000).

I = 1 I = 3
Method ET DF DMC ET DF DMC

Threshold 7.84 7.61 7.68 13.09 12.91 12.86

Table 4: Thresholds obtained using theoretical methods ET , DF as function of the value
of I considered. DMC for checking (nspaths = 1000000). The map consists of 501 genetic
markers equally spaced every 0.1cM (T = 0.5M). A test is done on each marker.
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P
P

P
P

P
P

P
P

P
n

Method
DF DMC ET

n = 1000 4.78% [4.57%; 4.99%] 5.13% [4.91%; 5.35%] 4.41% [4.21%; 4.61%]
n = 500 4.96% [4.75%; 5.17%] 5.15% [4.93%; 5.37%] 4.64% [4.43%; 4.85%]
n = 150 5.67% [5.44%; 5.90%] 5.91% [5.68%; 6.14%] 5.34% [5.12%; 5.56%]

Table 5: Number of False Positives (NFP) as a function of the number of individuals n

and the method used. I = 5 here. The map consists of 501 genetic markers equally spaced
every 0.1cM (T = 0.5M). A test is done on each marker (σ = 1, µ1 = −0.37, µ2 = 0.03,
µ3 = 0.06, µ4 = −0.26, µ5 = 0.27, npop = 40000).

4. Study of the statistical power

Motivation

Some of the sires are heterozygotes at the QTL and others homozygous.
QTL can only be detected in heterozygous sires families. Thus, two questions
arise :

1. is it always profitable to include all the families in the analysis ?

2. do we have to analyze families all together or separately ?

We consider here, the sparse map of Section 3.2. As previously, tests are
performed every 5 cM. The level considered is 5%.

About the QTL effects

When we deal with I families, since the total number of individuals is
n, the expectation of the number of individuals in family i is only nπi. So,
in order to see the evolution of the power of the Interval Mapping with the
number of families, we will consider λi = λ√

πi
(note that if I = 1, λ1 =

λ because π1 = 1). As a consequence, the mean function, mi
t⋆(t), of the

asymptotic process Zi(.), is proportional to λ and does not depend on i (cf.
Theorem).

How to optimize the QTL detecting process

Only asymptotic results are studied here (cf. Theorem). Figures 2, 3, 4
illustrate question 1 whereas Figures 5, 6, 7 illustrate question 2.
In Figures 2, 3, 4, the power is plotted as a function of t⋆, I and the values
of the λi’s. In Figures 5, 6, 7, we compare the power of the approach which
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consists of analyzing all families together (as previously), and the power of
the approach which consists of analyzing families separately. For all of these
Figures, t⋆ has been discretized with a step of 5cM.

Figures 2, 3, 4
For all of these three figures, two curves with the same colour on different
Figures represent the same quantities.

As expected, the power increases with the number I of families (Figure 2 for
λ = 2) and, for a given I, with the proportion of heterozygous sires (Figure
3 for I = 5, λ = 2 and various number number nz of non zeros λi’s).

According to Figure 4, it is almost as powerful to consider I = 1 with nz = 1
(cf. grey curve) as I = 5 with nz = 2 (cf. green curve). So, it is much
more powerful to consider I = 1 with nz = 1 (cf. grey curve) than I = 5
with nz = 1 (cf. brown curve). As a consequence, if they could be sorted
in advance, it would be more powerful to concentrate the analysis on the
families with a segregating QTL. Furthermore, once the families targeted, it
would be more powerful to remove the families with very small QTL effects
(not illustrated here). Indeed, it is like these families add noise to the model.

Figures 5, 6, 7
Practically, the segregating families are not known before the analysis and
the true question is : do we have to analyze all the families together (global
approach) or analyze families separately (Bonferroni approach) ? Indeed,
since all the results are asymptotic, the variance is not better estimated
when the global approach is considered.

Figures 5, 6,7 represent the two approaches. In these Figures, when the curve
is :

• blue, I = 5

• cyan, I = 7

• orange, I = 12

• in solid line, it refers to the global approach

• in dashed line, it refers to the Bonferroni approach
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We remind the null hypothesis,

H0 : “ ∀i ∈ {1, ..., I} , qi = 0 ”

and the alternative hypothesis,

Hλt⋆ : “ there is at least one qi = λi/
√

n, with λi ∈ R
⋆, at the position t⋆ ”

For the global approach, when H0 is rejected, it only comes out that there is a
QTL in at least one family, but this family is not known. For the Bonferroni
approach, in order to answer the same question as for the global approach,
we define the test statitistic U and the critical region CR, which results from
a Bonferroni correction :

U =
(
sup

{
Z1(.)

}2
, ..., sup

{
ZI(.)

}2
)

CR =
{
u = (u1, ..., uI) ∈ R

I such as there is at least one ui verifying ui ≥ c
}

where c is the threshold verifying : P

(
sup {Z1

0(.)}2 ≥ c
)

= 0.05
I

.

Z1
0(.) is the Gaussian process centered and with covariance function Γ(t, t′).

The Bonferroni correction allows to have PH0 (U ∈ CR) ≤ 0.05. Obviously,
the power of the Bonferroni approach is PHλt⋆

(U ∈ CR).

In Figure 5, the focus is on the particular case where there is only a QTL in
family 1. λ = 2 has been taken. In the Figure, are represented the power
of the two approaches as a function of t⋆ and I. It is noticeable that the
Bonferroni approach is more powerful than the global approach. In Figure
6, the focus is on the particular case where there is a QTL in each family. In
that case, the Bonferroni approach is outperformed by the global approach.

Figure 7 represents the mean power of the two approaches. Every alternative
hypotheses have been considered (except the null hypothesis), i.e. for a given
I, nz = 1, ..., I . Equiprobability concerning all these hypotheses has been
supposed. According to the Figure, for a given I, there is a mean increase in
term of power of at least 15% when the global approach is considered.
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Figure 2: Power as a function of t⋆ and I. From top to bottom, I = 5, I = 3, I = 1
(λ = 2, σ = 1, nspaths = 100000).
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Figure 3: Power as a function of t⋆ and the number nz of non zero. From top to bottom,
nz = 5, 4, 3, 2, 1, 0 (I = 5, λ = 2, σ = 1, nspaths = 100000).
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Figure 4: Power as a function of t⋆, I and the number nz of non zero. From top to
bottom : I = 5 with nz = 2, I = 1 with nz = 1, I = 5 with nz = 1 (λ = 2, σ = 1,
nspaths = 100000).
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Figure 5: Power of the global approach (in solid line) and power of the Bonferroni approach
(in dashed line), as a function of t⋆ and in the particular case of nz = 1. Orange refers to
I = 12, cyan to I = 7 and blue to I = 5 (λ = 2, σ = 1, nspaths = 100000).
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Figure 6: Power of the global approach (in solid line) and power of the Bonferroni approach
(in dashed line), as a function of t⋆ and in the particular case of nz = I. Orange refers to
I = 12, cyan to I = 7 and blue to I = 5 (λ = 2, σ = 1, nspaths = 100000).
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Figure 7: Mean power of the global approach (in solid line) and mean power of the
Bonferroni approach (in dashed line), as a function of t⋆. Orange refers to I = 12, cyan
to I = 7 and blue to I = 5 (λ = 2, σ = 1, nspaths = 100000).
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4.1. Discussion

As all this study of the statistical power is based on asymptotic results, it
is important to check the validity of the asymptotic assumption. A numerical
evaluation has been performed for λ = 2 and a QTL located at t⋆ = 25cM
(cf. Table 6). The Theoretical Power, based on results of the Theorem, has
been calculated using a DMC method. The Empirical Power (EP) has been
computed assuming πi equal to 1/I and a 95% confidence interval for the
true value of the power is given into brackets. According to Table 6, the
Theoretical Power is always located in the confidence interval whatever the
value of n, demonstrating on this example, that the Theoretical Power should
also be suitable for moderate values of n.

It can be seen that for all the figures shown here, the method is more pow-
erful when the QTL is located on a marker. This is not surprising since
on markers, the distribution from which belongs the quantitative trait Y is
exactly known whereas between markers, since this distribution is unknown,
a mixture model is used.

According to the Theorem, the LRT process, Λn(.), is asymptotically the
sum of the square of independent interpolated processes. So, it is easy to
test every positions between genetic markers. In this article, as far as the
sparse map is concerned, tests have been performed only every 5cM. In Fig-
ure 8, the focus is on an interval of two genetic markers spaced from 20cM
(I = 3, λ = 2). We compare the power of the Interval Mapping when tests
are performed every cM and every 5cM, as function of the location of the
QTL, t⋆ (I = 3, λ = 2). It is noticeable that the two approaches give almost
the same power : testing only every 5cM is convenient enough.
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I = 1 I = 3 I = 5
Theoretical Power 37.59% 68.57% 85.58%

EP for n = 200 I
38.08% 68.80% 85.00%

[37.13%; 39.03%] [67.89%; 69.71%] [84.30%; 85.70%]

EP for n = 50 I
37.54% 68.37% 84.74%

[36.59%; 38.49%] [67.46%; 69.28%] [84.04%; 85.44%]

EP for n = 30 I
37.83% 68.57% 85.15%

[36.88%; 38.78%] [67.66%; 69.48%] [84.45%; 85.85%]

Table 6: Theoretical Power and Empirical Power (EP) as a function of I (λ = 2, t⋆ = 25cM,
nspaths = 100000 for the Theoretical Power and npop = 10000 for the Empirical Power,
µ1 = −0.37, µ2 = 0.03, µ3 = 0.06, µ4 = −0.26, µ5 = 0.27, σ = 1)
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w
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testing every cM
testing every 5cM

Figure 8: Power as a function of t⋆ and the way of testing (λ = 2, σ = 1, nspaths = 100000,
I = 3). The map consists of 2 markers spaced from 20cM.
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Conclusion

In order to optimize the QTL detecting process, we can advise :

1. to target, whenever possible, families with the biggest QTL effects and
then, to analyze all these families together.

2. when it is not possible to target families, to analyze all the families
together directly.
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Chapitre 3About the supremum of the linearinterpolated pro
ess
3.1 Introdu
tionIn 
hapter 2, we have shown that when the geneti
 markers were not far from ea
hother, the LRT pro
ess was asymptoti
ally 
lose to the square of a linear interpolatedpro
ess. This is a generalization of the pro
ess studied under H0 by Rebaï and al. (1994),Rebaï and al. (1995).The aim of this 
hapter is to study the maximum of the square of this linear interpolatedpro
ess. The fo
us is on one family. The results presented here are suitable under the nullhypothesis (no QTL on the interval [0, T ]) and also under the 
ontiguous alternative thatthere is one QTL with e�e
t q = λ√

n
at the position t⋆.We proove that it is useless to perform tests at ea
h positions between markers. Peopleshould rather perform tests on geneti
 markers, and only at one position in ea
h markerinterval.At the end of this 
hapter, we propose a new method, based on these results, to 
al
ulatethresholds very qui
kly.3.2 Study of the maximum3.2.1 Only two geneti
 markers on [0, 1]To begin, as in Se
tion 2.3 of 
hapter 2, let 
onsider that there are only two geneti
markers. We suppose that they are lo
ated at t1 = 0 and t2 = 1. Let Ṽ0 and Ṽ1 be two ran-dom variables following a normal distribution with unit varian
e su
h as Cov (Ṽ0, Ṽ1

)
= ρ̃129



130 Chapitre 3. About the supremum of the linear interpolated pro
esswith 0 < ρ̃ < 1. We 
onsider the linear interpolated pro
ess Ṽ(.) on [0, 1] :
Ṽt =

(1 − t) Ṽ0 + t Ṽ1√
(1 − t)2 + t2 + 2 ρ̃ t (1 − t)The interest is on the supremum of the pro
ess {Ṽ(.)

}2 :
(Ṽt)

2 =
(1 − t)2(Ṽ0)

2 + 2t(1 − t)Ṽ0Ṽ1 + t2(Ṽ1)
2

(1 − t)2 + t2 + 2 ρ̃ t (1 − t)We will 
all respe
tively N(t) andD(t) the numerator and the denominator of the fra
tionabove.
∂N(t)

∂t
= 2

{
(1 − t) Ṽ0 + t Ṽ1

} {
Ṽ1 − Ṽ0

}We 
an remark that :
(1 − t)2 + t2 + 2 t ρ̃ (1 − t) = 1 − 2( 1 − ρ̃) t (1 − t) (3.1)It 
omes :

∂D(t)

∂t
= −2 (1 − ρ̃) (1 − 2t)

∂(Ṽt)
2

∂t
=
[

2
{

(1 − t)Ṽ0 + tṼ1

}{
Ṽ1 − Ṽ0

}
{1 − 2(1 − ρ̃)t(1 − t)}

+ 2(1 − ρ̃)(1 − 2t)
{

(1 − t)Ṽ0 + tṼ1

}2
]
/ {D(t)}2

∂(Ṽt)
2

∂t
= 0

⇔
{

(1 − t)Ṽ0 + tṼ1

}

×
[{
Ṽ1 − Ṽ0

}
{1 − 2(1 − ρ̃)t(1 − t)} + (1 − ρ̃)(1 − 2t)

{
(1 − t)Ṽ0 + tṼ1

}]
= 0As {(1 − t)Ṽ0 + tṼ1

} 
orresponds to a minimum, the fo
us is on the se
ond term. Thisse
ond term is equal to zero if :
Ṽ1

Ṽ0

=
1 + ρ̃

1 + (ρ̃− 1)t
− 1



3.2. Study of the maximum 131Let de�ne the fun
tion ψρ̃(t) su
h as :
ψρ̃(t) =

1 + ρ̃

1 + (ρ̃− 1)t
− 1As (ρ̃− 1)t is a de
reasing fun
tion on [0, 1], then ψρ̃(t) is an in
reasing fun
tion on [0, 1]with ψρ̃(0) = ρ̃ and ψρ̃(1) = 1

ρ̃
.Let de�ne ψ−1

ρ̃ the inverse fun
tion of ψρ̃. After straightforward 
al
ulations, we �nd :
ψ−1

ρ̃ (u) =
ρ̃− u

(ρ̃− 1)(u+ 1)So, the extremum between 0 and 1 is obtained for :
ξ̃ =

ρ̃ Ṽ0 − Ṽ1

(ρ̃− 1)(Ṽ1 + Ṽ0)After some 
al
ulations, using formula (3.1), we �nd that :
(1 − ξ̃)2 + ξ̃2 + 2 ξ̃ ρ̃ (1 − ξ̃) =

1 + ρ̃

1 − ρ̃

(Ṽ0)
2 + (Ṽ1)

2 − 2 ρ̃ Ṽ0 Ṽ1

(Ṽ0 + Ṽ1)2It 
omes :
(Ṽξ̃)

2 =
(Ṽ0)

2 + (Ṽ1)
2 − 2 ρ̃ Ṽ0 Ṽ1

(1 + ρ̃)(1 − ρ̃)So :
supt∈[0,1](Ṽt)

2 = (Ṽξ̃)
2 1 Ṽ1

Ṽ0
∈ ] ρ̃ , 1

ρ̃
[

+ (Ṽ1)
2 1 Ṽ1

Ṽ0
∈ [ 1

ρ̃
, +∞ [

+ (Ṽ0)
2 1 Ṽ1

Ṽ0
∈ [ 0 , ρ̃ ]

+ (Ṽ0)
2 1 Ṽ1

Ṽ0
∈ ] −∞ , 0[

T |Ṽ0|>|Ṽ1|
+ (Ṽ1)

2 1 Ṽ1
Ṽ0

∈ ] −∞ , 0[
T |Ṽ1|>|Ṽ0| (3.2)A 
on
ise version of this formula is that the supremum of {Ṽ(.)

}2 is the maximum ofthree random variables :
supt∈[0,1](Ṽt)

2 = max

{
(Ṽ0)

2 , (Ṽξ̃)
2 1 Ṽ1

Ṽ0
∈ ] ρ̃ , 1

ρ̃
[
, (Ṽ1)

2

}



132 Chapitre 3. About the supremum of the linear interpolated pro
ess3.2.2 Only two geneti
 markers on [0, T ]We propose to generalize the results of the previous Se
tion to the interval [0, T ].We 
onsider that there are only two geneti
 markers lo
ated now at t1 = 0 and t2 = Twith T ∈ R
+⋆. V0 and VT are two random variables following a normal distribution withunit varian
e su
h as Cov (V0, VT ) = ρ with 0 < ρ < 1.We 
onsider the linear interpolated pro
ess V(.) on [0, T ] :

Vt =

{
T − t

T
V0 +

t

T
VT

}
/
√
τ(t)where

τ(t) =

(
T − t

T

)2

+ 2
t(T − t)

T 2
ρ +

(
t

T

)2We 
an remark that if V0 = Ṽ0, VT = Ṽ1 and ρ̃ = ρ, then Ṽt/T = Vt . It 
omes :
supt∈[0,T ](Vt)

2 = supt∈[0,1](Ṽt)
2A

ording to formula (3.2) :

supt∈[0,T ](Vt)
2 = (Vξ)

2 1VT
V0

∈ ] ρ , 1
ρ

[
+ (VT )2 1VT

V0
∈ [ 1

ρ
, +∞ [

+ (V0)
2 1VT

V0
∈ [ 0 , ρ ]

+ {V0}2 1VT
V0

∈ ] −∞ , 0[
T |V0|>|VT |

+ (VT )2 1VT
V0

∈ ] −∞ , 0[
T |VT |>|V0| (3.3)with

ξ =
T (ρ V0 − VT )

(ρ− 1)(V0 + VT )
and (Vξ)

2 =
(V0)

2 + (VT )2 − 2 ρ V0 VT

(1 + ρ)(1 − ρ)The 
on
ise version of this formula is :
supt∈[0,T ](Vt)

2 = max

{
(V0)

2 , (Vξ)
2 1VT

V0
∈ ] ρ , 1

ρ
[
, (VT )2

}3.2.3 Several markers : the �Interval Mapping" of Lander andBotstein (1989)As in Se
tion 2.4 of 
hapter 2, K geneti
 markers are now lo
ated on the 
hromosome,one at ea
h extremity. 0 = t1 < t2 < ... < tK = T are the lo
ations of the markers.We 
onsider values of the parameter t that are distin
t of the markers positions, and the



3.2. Study of the maximum 133result will be prolonged by 
ontinuity at the markers positions. We remind the notationsof 
hapter 2 : Tk = {t1, ..., tK} and tℓ, tr are the quantities su
h as :
tℓ = sup {tk ∈ Tk : tk < t} , tr = inf {tk ∈ Tk : t < tk}We 
onsider the linear interpolated pro
ess V(.) de�ned su
h as :

Vt =

{
tr − t

tr − tℓ
Vtℓ +

t− tℓ

tr − tℓ
Vtr

}
/
√
τ(t)where Vtℓ and Vtr are two random variables following a normal distribution with unitvarian
e su
h as Cov (Vtℓ , Vtr) = ρ(tℓ, tr) with 0 < ρ(tℓ, tr) < 1. Besides,

τ(t) =

(
tr − t

tr − tℓ

)2

+ 2
(tr − t)(t− tℓ)

(tr − tℓ)2
ρ(tℓ, tr) +

(
t− tℓ

tr − tℓ

)2

The interest is still on the supremum of the pro
ess {V(.)

}2. We 
an easily adapt theresults of the previous Se
tion to the �Marker interval" (tℓ, tr).
ξ be
omes ξ(tℓ, tr) with :

ξ(tℓ, tr) =
(tr − tℓ)

{
ρ(tℓ, tr) Vtℓ − Vtr

}

{ρ(tℓ, tr) − 1} {Vtℓ + Vtr}
+ tℓIt 
omes :

{
Vξ(tℓ,tr)

}2
=

{Vtℓ}2 + {Vtr}2 − 2 ρ(tℓ, tr) Vtℓ Vtr

{1 + ρ(tℓ, tr)} {1 − ρ(tℓ, tr)}We adapt formula (3.3) to the �Marker interval" (tℓ, tr) :
supt∈[tℓ,tr] {Vt}2 =

{
Vξ(tℓ,tr)

}2
1Vtr

V
tℓ

∈ ] ρ(tℓ,tr) , 1

ρ(tℓ,tr)
[

+ {Vtr}2 1Vtr

V
tℓ

∈ [ 1

ρ(tℓ,tr)
, +∞ [

+ {Vtℓ}2 1Vtr

V
tℓ

∈ [ 0 , ρ(tℓ,tr) ]

+ {Vtℓ}2 1Vtr

V
tℓ

∈ ] −∞ , 0[
T |Vtℓ|>|Vtr |

+ {Vtr}2 1Vtr

V
tℓ

∈ ] −∞ , 0[
T |Vtr |>|Vtℓ|So, the 
on
ise version of this formula is :

supt∈[tℓ,tr] {Vt}2 = max

[
{Vtℓ}2 ,

{
Vξ(tℓ,tr)

}2
1Vtr

V
tℓ

∈ ] ρ(tℓ,tr) , 1

ρ(tℓ,tr)
[
, {Vtr}2

]



134 Chapitre 3. About the supremum of the linear interpolated pro
essBy generalizing to the whole interval [0, T ], we obtain the �nal result :
supt∈[0,T ] {Vt}2 = max

[
{Vt1}2 , ..., {VtK}2 ,

{
Vξ(t1,t2)

}2
1Vt2

Vt1
∈ ] ρ(t1,t2) , 1

ρ(t1,t2)
[

, ...,
{
Vξ(tK−1,tK)

}2
1 VtK

VtK−1
∈ ] ρ(tK−1,tK) , 1

ρ(tK−1,tK )
[

]Note that this result is obtained for any 
ovarian
e ρ(tℓ, tr). If we want to use the Haldanedistan
e, as in 
hapter 2, we have to 
onsider ρ(tℓ, tr) = e−2(tr−tℓ).As this result is suitable under the null hypothesis and under 
ontiguous alternatives, we
an advise geneti
ists not to test anymore at ea
h positions between markers.3.2.4 Graphi
al illustrations under H0
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V
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First path Se
ond pathFig. 3.1 � Two di�erent paths, under H0, of the linear interpolated pro
ess V(.) with twomarkers lo
ated at t1 = 0 and t2 = 0.2MWe 
onsider a map whi
h 
onsists of two geneti
 markers lo
ated at t1 = 0 and
t2 = 0.2M. Using the Haldane distan
e, ρ = 0.6703. Figure 3.1 represents two pathsunder H0 of the linear interpolated pro
ess V(.). On the �rst path, we 
an see that thesupremum of {V(.)

}2 will be obtained on the markers whereas on the se
ond path, as
V0.2

V0
= 1.1281

1.1873
= 0.9501 ∈]0.6703, 1.4918[, the supremum of {V(.)

}2 will be obtained at
ξ = 0.2 (0.6703×1.1281−1.1873)

(0.6703−1)(1.1281+1.1873)
= 0.0870.On Figure 3.2, we use the same map. We 
ompare the paths of the linear interpolatedpro
ess V(.) and those of the pro
ess Z(.) 
orresponding to the Interval Mapping (
f.
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First path for the two pro
esses Se
ond path for the two pro
essesFig. 3.2 � Comparison between the paths, under H0, of the linear interpolated pro
ess
V(.) and those of the pro
ess Z(.) 
orresponding to the Interval Mapping
hapter 2). For V(.), the same paths as presented in �gure 3.1, are 
onsidered. We 
an seethat the paths overlap whi
h is not surprising be
ause we have shown analyti
ally thatthe linear interpolated pro
ess was a good approximation if the markers are 
lose to ea
hothers.3.2.5 ThresholdsThe theoreti
al result presented in this 
hapter allow us to propose a new methodto obtain the 95% quantile of the supremum of the pro
ess {V(.)

}2 under H0. It will useMonte-Carlo Quasi Monte-Carlo methods of Genz (1992) whi
h are very fast (we will usefun
tion QSIMVNEF of Genz).As in the previous se
tion, Haldane's mapping fun
tion will be 
onsidered. We will 
onsi-der the performan
es of this method with other methods usually used in QTL dete
tion.In Rebaï and al. (1994), we 
an �nd an upper bound for the threshold. This bound is thequantity c2 su
h as :
0.05 = 2 Φ(−c) +

2 e−c2/2

π

K−1∑

k=1

arctan



√

1 − e−2(tk+1−tk)

1 + e−2(tk+1−tk)


where Φ is the 
umulative distribution of the standardized normal distribution.This method is based on Davies (1977). However, it is sensitive to the number of geneti




136 Chapitre 3. About the supremum of the linear interpolated pro
essmarkers. Indeed, the derivative of the pro
ess V(.) has a jump at ea
h markers lo
ation,and Davies (1977) upper bound is suitable when the derivative of the pro
ess has a �nitenumber of jumps.In Feingold and al. (1993), the authors propose a threshold based on the dis
rete pro
essresulting from tests only on markers. Besides, they suppose 
onstant the distan
e betweengeneti
 markers. The threshold c2 is su
h as :
0.05 = 1 − Φ(c) + 2 T c ϕ(c) ν(2c

√
∆)where ϕ is the density of a normal standardized, ∆ is distan
e between two 
onse
utivemarkers.This method is inspired from Siegmund (1985) where the fun
tion ν is fully des
ribed.This method requires the number of geneti
 makers to be not too small.In Tables 3.1 and 3.2, thresholds 
orresponding to di�erent methods are 
omputed :� DMCQMC refers to the method presented in the arti
le �Threshold and power forQuantitative Trait Lo
us dete
tion" (
f. 
hapter 2). It is a Dis
rete Monte-CarloQuasi Monte-Carlo method, based on the exa
t asymptoti
 pro
ess {Z(.)

}2. Weremind that Z(.) is a non linear interpolated pro
ess.� DMCQMClin refers to the method proposed in this 
hapter.� Rebaï� FeingoldNote that the maps 
onsidered are the same as in Rebaï and al. (1994).As expe
ted, Rebaï is very sensitive to the number of geneti
 markers. We 
an observethat Feingold, DMCQMClin, and DMCQMC give almost same results.Howewer DMCQMClin is :1. faster than DMCQMC2. appropriate whatever the map, whi
h is not the 
ase for Feingold (
f. Table 3.3).
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Method DMCQMC DMCQMClin Rebaï FeingoldThreshold 6.76 6.76 6.92 6.78Tab. 3.1 � Thresholds as a fun
tion of the method 
onsidered. The map 
onsists of 6geneti
 markers equally spa
ed every 20
M (T=1M). For DMCQMC, a test is done every5
M.
Method DMCQMC DMCQMClin Rebaï FeingoldThreshold 8.25 8.23 9.09 8.26Tab. 3.2 � Thresholds as a fun
tion of the method 
onsidered. The map 
onsists of 51geneti
 markers equally spa
ed every 2
M (T=1M). For DMCQMC, a test is done every
M.

Method DMCQMC DMCQMClin FeingoldThreshold 5.42 5.40 5.78Tab. 3.3 � Thresholds as a fun
tion of the method 
onsidered. The map 
onsists of 2geneti
 markers (T=1M). For DMCQMC, a test is done every 5
M.





Chapitre 4About the supremum of Chi-Squarepro
essesThe following is an arti
le in progress, written in 
ollaboration with Professor AlanGenz from Washington State University.

�The supremum of Chi-Square pro
esses"Rabier C-E., Genz A.
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The supremum of Chi-Square processes
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Abstract

Using methods, We describe a lower bound for the critical value of the supre-
mum of a Chi-Square process. This bound can be approximated using a
MCQMC simulation. We compare numerically this bound with the upper
bound given by Davies, only suitable for a regular Chi-Square process. In
a second part, we focus a non regular Chi-Square process : the Ornstein-
Uhlenbeck Chi-Square process. Recently, Rabier et al. (2009) have shown
that this process has an application in genetics : it is the limiting process of
the likelihood ratio test process related to the test of a gene on an interval
representing a chromosome. Using results from Delong (1981), we propose a
theoretical formula for the supremum of such a process and we compare it in
particular with our simulated lower bound.

Key words: Chi-Square process, Monte-Carlo Quasi Monte-Carlo,
Ornstein-Uhlenbeck process, genetics

1. The Davies Upper bound

In the article of Davies (1987), the focus is on hypothesis testing when a
nuisance parameter t⋆ is present only under alternative. So, t⋆ is meaningless
under the null hypothesis. If t⋆ were known, the natural way to perform the

∗Corresponding author. Tel.:(509)335-2131;; fax.:(509)335-1188
Email addresses: charles-elie.rabier@toulouse.inra.fr (C-E. Rabier),

alangenz@wsu.edu (A. Genz)
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test is to consider t = t⋆. However, as it is only known that t belong to the
interval [L, U ], Davies suggests to use the test statistic :

sup {S(t) : L ≤ t ≤ U} (1)

where S(t) denotes the test statistic at t.

Besides, Davies considers the case :

S(t) = V1(t)
2 + ... + Vd(t)

2 (2)

where the Vi(t) are independent for each t and distributed as a standardized
normal under the null hypothesis. The process S(.) is called a Chi-Square
process with d degrees of freedom.
The main results of Davies (1987) is the following formula :

P

(
sup

t∈[L, U ]

S(t) > c

)
≤ P

(
χ2

d > c
)

+

∫ U

L
Ψ(t)dt (3)

where

Ψ(t) = E (‖η(t)‖) c
d−1
2 e−c/2 π−1/2 2−d/2 / Γ (d/2 + 1/2)

Γ is the Gamma function and χ2
d is a random variable which follows a Chi-

Square with d degrees of freedom.

We refer to Davies (1987) to obtain the general expression of the quan-
tity E (‖η(t)‖). The author specifies that formula (3) is suitable when the
processes Vi(.) have a derivative with a finite number of jumps.

In what follows, we will call Davies upper bound the right side of formula
(3). Besides, we will focus only on Chi-Square processes S(.) where the Vi(.)
are independent (particular case of formula 2).

2. Computation of the Discretized Lower Bound

In this section, we present a lower bound for the critical value of the supre-
mum of a Chi-Square process. This is a lower bound because we discretize
the process. The probabilities needed for the lower bounds can then be ex-
plicitly written as multivariate normal integrals, which can be approximated
with simulation methods.
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The time interval [L, U ] for the process is discretized using ti = L+i(U−
L)/m for i = 1, 2, . . . ,m. Then we define A to be the m×m covariance matrix
for the discretized process, with entries aij = r(ti − tj). If we also define X
to be an d × m matrix, with columns xj, for j = 1, . . . ,m, the integrals
that are needed for computation of the lower bound are multivariate Normal
probability integrals over a product of m d-dimensional spheres, given by

P (u) =

∫

||x1||2<u2

∫

||x2||2<u2

· · ·
∫

||xm||2<u2

e−
1
2

Pd
i=1[xi1,...,xim]A−1[xi1,...,xim]′

((2π)m|A|) d
2

d∏

i=1

m∏

j=1

dxij,

for real u ≥ 0. If we determine u so that P (u) = 1−α, then u will be a lower
bound for the critical value of the supremum of the Chi-Square process with
covariance function r(t).

In order to describe some simulation methods for approximation of the
P (u) integrals, we start with a change of variables designed to simplify the
multivariate Normal density. Let L be the m×m lower triangular Cholesky
factor for A (so that A = LL′). Now define the change variables to an d×m

matrix of variables Y by X = Y L′, so that dX = |A| d
2 dY and therefore

P (u) =

∫

||x1(Y )||2<u2

∫

||x2(Y )||2<u2

· · ·
∫

||xm(Y )||2<u2

e−
1
2

Pd
i=1

Pm
j=1 y2

ij

(2π)
md
2

d∏

i=1

m∏

j=1

dyij,

(4)
where xij(Y ) =

∑j
k=1 ljkyik, and xj(Y ) is a function of y1, . . .yj.

2.1. Direct Simulation

A direct simulation method for approximating the integrals I(u) uses

simulation from the univariate Normal distribution. Let Y
(k)
ij ∼ N(0, 1), and

define

f(Y (k)) = max1≤j≤m(||xj(Y
(k)||) and g(Y (k)) =

{
1 if f(Y (k)) ≤ u
0 otherwise

.

Then

P (u) ≈ PN =
1

N

N∑

k=1

g(Y (k))

with standard error

EN = (
1

N(N − 1)

N∑

k=1

(g(Y (k)) − PN)2)
1
2 .
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Because the g(Y (k)) is 0 or 1, EN ≈ (P (u)(1−P (u))
N

)
1
2 ≈ (PN (1−PN )

N
)

1
2 (see Fish-

man (1996)).
If up is the value of u where P (u) = p for a given probability p, an ap-

proximate value for up can easily be determined from this simulation. Define
F to be the vector of sorted (ascending order) f(Y (k)) values and define [pN ]
to be the value of pN rounded to the nearest integer. Then up ≈ F[pN ].

2.2. Conditional Simulation

The direct simulation method described in the previous section is an
”acceptance-rejection” algorithm which can be inefficient for some combina-
tions of u and A, so a potentially more efficient method is considered in this
section. This method is a generalization of the method described in the pa-
per by Genz (1992), where MVN probabilities over hyper-rectangular regions
were considered. The method in this paper begins with equation (4) for P (u)
written in more detail in the form

P (u) =

∫Pd
i=1(l11yi1)2<u2

e−
1
2

Pd
i=1 y2

i1

(2π)
d
2

∫Pd
i=1(l21yi1+l22yi2)2<u2

e−
1
2

Pd
i=1 y2

i2

(2π)
d
2

· · ·
∫Pd

i=1(lm1yi1+···+lmmyim)2<u2

e−
1
2

Pd
i=1 y2

im

(2π)
d
2

1∏

j=m

1∏

i=d

dyij. (5)

In order to simplify the notation, we assume that A is nonsingular and define
a matrix C, determined by scaling the rows of L by the successive diagonal
elements of L, so that cij = lij/lii, which makes cii = 1. If the scaled sphere
radii are defined by ui = u/lii, then

P (u) =

∫Pd
i=1 y2

i1<u2
1

e−
1
2

Pd
i=1 y2

i1

(2π)
d
2

∫Pd
i=1(c21yi1+yi2)2<u2

2

e−
1
2

Pn
i=1 y2

i2

(2π)
d
2

· · ·
∫Pd

i=1(cm1yi1+···+cm−1,1yi,m−1+yim)2<u2
m

e−
1
2

Pn
i=1 y2

im

(2π)
d
2

1∏

j=m

1∏

i=d

dyij.

The structure of the integration constraints permit the conditional inte-
grations to be completed with many possible orderings for the variables.
We describe a method which uses a variable ordering by rows, starting
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with y11, y12, . . . y1m, followed by y21, y22, . . . y2m, and so on, finishing with
yd1, yd2, . . . ydm, as is indicated by the

∏1
j=m

∏1
i=d dyij measure in equation

(5).
The “outermost” variable y11, has constraint −u1 < y11 < u1. Given y11,

the next variable y12, has constraint −u2 − c11y11 < y12 < u2 − c11y11, and
so on, with y1j constrained by −uj <

∑j−1
k=1 cjky1k + y1j < uj. If values are

given for yik, i = 1, . . . , l − 1, k = 1, . . . ,m, and ylk, k = 1, . . . , j − 1, then
the integral for ylj has the constraint

l−1∑

i=1

(

j−1∑

k=1

cjkyik)
2 + (

j−1∑

k=1

cjkylk + ylj)
2 < u2

j .

Solving for ylj, the constraint for ylj becomes

−

√√√√u2
j −

l−1∑

i=1

(

j−1∑

k=1

cjkyik)2 −
j−1∑

k=1

cjkylk ≤ (6)

ylj ≤

√√√√u2
j −

l−1∑

i=1

(

j−1∑

k=1

cjkyik)2 −
j−1∑

k=1

cjky1k.

So the limits for yij, which depend on

yij = (y11, y12, . . . , y1,j−1, y21, y22, . . . , y2,j−1, . . . , yi1, . . . , yi,j−1),

are

M±
ij (yij) = ±

√√√√u2
j −

i−1∑

s=1

(

j−1∑

k=1

cjkysk)2 −
j−1∑

k=1

cjkyik.

Using these limit expressions,

P (u) =

∫ M+
11(y11)

M−

11(y11)

φ(y11)

∫ M+
12(y21)

M−

12(y12)

φ(y12)

∫ M+
1m(y1m)

M−

1m(y1m)

φ(y1m)

∫ M+
21(y21)

M−

21(y21)

φ(y21)

∫ M+
22(y22)

M−

22(y22)

φ(y22)

∫ M+
2m(y2m)

M−

2m(yn2)

φ(y2m)

· · ·
∫ M+

d1(yd1)

M−

d1(yd1)

φ(yd1)

∫ M+
d2(yd2)

M−

d2(yd2)

φ(yd2)

∫ M+
dm

(ydm)

M−

dm
(ydm)

φ(ydm)
1∏

j=m

1∏

i=d

dyij,
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where φ(y) = e−
1
2
y2

/(2π)
1
2 , the standard univariate Normal pdf. If the

changes of variables zij = Φ(yij), where Φ(y) is the standard univariate
Normal cdf, with dzij = φ(yij)dyij, are completed, then

I(u) =

∫ N+
11(z11)

N−

11(z11)

∫ N+
12(z12)

N−

12(z12)

· · ·
∫ N+

1m(z1m)

N−

1m(z1m)

∫ N+
21(z21)

N−

21(z21)

∫ N+
22(z22)

N−

22(z22)

· · ·
∫ N+

2m(z2m)

N−

2m(z2m)

· · ·
∫ N+

d1(zd1)

N−

d1(zd1)

∫ N+
d2(zd2)

N−

d2(zd2)

· · ·
∫ N+

dm
(zdm)

N−

dm
(zdm)

1∏

j=m

1∏

i=d

dzij.

with N±
ij (zij) = Φ(M±

ij (Φ
−1(zij))) and zij = (z11, z12, . . . , z1m, . . . , zi1, . . . , zi,j−1).

Now make the final changes to (0, 1) variables using

zij = N−
ij (zij) + Dij(zij)wij, Dij(zij) = N+

ij (zij) − N−
ij (zij),

and then

P (u) =

∫ 1

0

D11(z11(w11)) · · ·
∫ 1

0

D1m(zn1(w1m))

∫ 1

0

D21(z21(w21)) · · ·
∫ 1

0

D2m(z2m(w1m))

· · ·
∫ 1

0

Dd1(zd1(wd1)) · · ·
∫ 1

0

Ddm(znm(wdm))
1∏

j=m

1∏

i=d

dwij

≡
∫ 1

0

f(w)
1∏

j=m

1∏

i=d

dwij,

with

f(w) =
d∏

i=1

m∏

j=1

(N+
ij (zij(wij)) − N+

ij (zij(wij))),

so that P (u) can be approximated using any numerical integration method
for the unit hypercube H(dm) = [0, 1]dm.

If up is the value of u where P (u) = p for a given probability p, an
approximate value for up can be determined by applying a numerical root-
finding method (e.g. the the bisection or secant method) to function h(u) =
P (u) − p.
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2.3. Numerical Integration

A simple Monte Carlo (MC) method for the approximate computation of
P (u), which uses U(0, 1) random numbers, takes the form

P (u) ≈ PN =
1

N

N∑

k=1

f(Wk),

with standard error

EN = (
1

N(N − 1)

N∑

k=1

(f(Wk) − PN)2)
1
2 ,

with all components of Wk ∼ U(0, 1).

MC methods using N points have errors that are typically O(1/N
1
2 ),

so quasi-Monte Carlo (QMC) methods (see Fox (1999)), with asymptotic
errors which can be approximately O(1/N) for N points, are often be used to
provide improved simulation approximations for these kinds of computations.
Given a set of QMC points Z1,Z2, . . . ,ZM from H(dm), a typical M -point
QMC method for P (u) uses

P (u) ≈ QM =
1

M

M∑

s=1

f(Zs).

Error estimates for QM can be computed if the QMC method is random-
ized. A simple method for randomization uses random shifts of the QMC
approximations in the form

QM(W) =
1

M

M∑

s=1

f({Zs + W}),

where W has random U(0, 1) components and {X} denotes the vector of
fractional parts of the components in X. Then an MCQMC approxmation
for P (u) is given by

P (u) ≈ QN,M =
1

N

N∑

k=1

QM(Wk),
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with standard error

EN,M = (
1

N(N − 1)

N∑

k=1

(QM(Wk) − QN,M)2)
1
2 .

For these approximations, N is usually chosen to be small (e.g. N = 12)
relative to M .

3. Illustration of Davies upper bound and the discretized lower
bound

In order to illustrate Davies upper bound and the MCQMC lower bound,
we have to choose a process suitable for Davies assumptions : we will con-
sider the Chi-Square process where each Vi(.) is a stationnary process with
covariance function r(h) = e−h2/2. Besides, as mentioned previously, we con-
sider independent processes Vi(.).

As the processes Vi(.) are independant, we have ∀j 6= i :

Cov(V ′
i (t), V

′
j (t)) = 0 and Cov(V ′

i (t), Vj(t)) = 0

Since V ′
i (t) = limh→0

Vi(t+h)−Vi(t)
h

, then E[V ′
i (t)] = 0. Besides, r′′(0) = −1, so

Var(V ′
i (t)) = 1.

On the other hand,

E[Vi(t)V
′
i (t)] = lim

h→0

E[Vi(t)Vi(t + h)]

h
− lim

h→0

E[V 2
i (t)]

h
= lim

h→0

r(h) − 1

h
= 0

As a consequence, if we denote ~V (t) =




V1(t)
...

Vd(t)


, ~V ′(t) =




V ′
1(t)
...

V ′
d(t)


 and

I2d the identity matrix 2d × 2d, then

Var

(
~V (t)
~V ′(t)

)
= I2d (7)

As the covariance matrix (7) is the identity, we can use the following result
of Davies :

E(‖η‖) = 21/2 Γ(d/2 + 1/2)/Γ(d/2)

8



α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
XX

[L, U ]
Method

MCQMC DAV MCQMC DAV MCQMC DAV

(0, 2) 6.28 6.87 8.34 8.39 11.72 11.86
(0, 5) 8.32 8.44 9.90 9.97 13.34 13.45
(0, 10) 9.67 9.81 11.22 11.33 14.76 14.80

Table 1: Bounds for the critical value c of the Chi-Square process with 2 degrees of freedom,
as a function of the level of the test α and the interval [L, U ] considered. The upper bound
refers to Davies’ method (DAV) whereas the lower bound to MCQMC.

α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
XX

[L, U ]
Method

MCQMC DAV MCQMC DAV MCQMC DAV

(0, 2) 10.54 10.61 12.33 12.40 16.27 16.36
(0, 5) 12.34 12.48 14.15 14.24 18.03 18.15
(0, 10) 13.92 14.07 15.67 15.79 19.55 19.65

Table 2: Bounds for the critical value c of the Chi-Square process with 4 degrees of freedom,
as a function of the level of the test α and the interval [L, U ] considered. The upper bound
refers to Davies’ method (DAV) whereas the lower bound to MCQMC.

Then, according to formula (3) :

P( sup
t∈[L, U ]

S(t) > c) ≤ P(χ2
d > c) + (U − L) c(d−1)/2 e−c/2 π−1/2 2(1−d)/2/Γ(d/2)

In order to perform a test at the level α, the challenge is to obtain the critical
value c such as P(supt∈[L, U ] S(t) > c) = α : the MCQMC bound and Davies’
bound allows us to obtain respectively a lower and an upper bound for the
critical value c.

Tables 1, 2 and 3 gives these bounds as a function of the level of the test α,
the interval [L, U ] and the number of degrees of freedom d of the Chi-Square
process. The discretization used for the MCQMC method results in these
tables was h = 1

4
(so m = 4 (U − L) ) for all cases.
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α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
XX

[L, U ]
Method

MCQMC DAV MCQMC DAV MCQMC DAV

(0, 2) 15.34 15.45 17.44 17.53 21.94 22.03
(0, 5) 17.47 17.64 19.52 19.65 23.92 24.04
(0, 10) 19.26 19.46 21.27 21.41 25.69 25.71

Table 3: Bounds for the critical value c of the Chi-Square process with 7 degrees of freedom,
as a function of the level of the test α and the interval [L, U ] considered. The upper bound
refers to Davies’ method (DAV) whereas the lower bound to MCQMC.

4. About the supremum of a non regular Chi-Square process : the
Ornstein-Uhlenbeck process

In this Section, the interest is on the critical value for the supremum
of a non regular Chi-Square process : the Ornstein-Uhlenbeck Chi-Square
process. It corresponds to the process S(.) of formula (2) with the processes
Vi(.) independent and Cov(Vi(t), Vi(t

′)) = e−2|t−t′|. Such a process has a di-
rect application in genetics, in particular in Quantitative Trait Locus (QTL)
detection.

4.1. The Ornstein-Uhlenbeck Chi-Square process in the QTL detection

A QTL denotes a gene with quantitative effect on a trait. The method
used by most of geneticists in order to detect a QTL on a chromosome,
is the Interval Mapping proposed by Lander and Botstein (1989). Using
the Haldane (1919) distance and modelling, each chromosome is represented
by a segment [0,U ]. The distance on [0,U ] is called the genetic distance
(measured in Morgans). At each location t ∈ [0,U ], using the “genome
information” brought by genetic markers, a likelihood ratio test (LRT) is
performed, testing the presence of a QTL at this position. So, multi-testing
leads to a LRT process, and taking as test statistic the supremum of this
process comes down to perform a LRT in a model when the localisation of
the QTL is an extra parameter.

In Rabier et al. (2009), is considered a population of progenies which are
structured into families of sires. The authors prove that when the number of
genetic markers and the number of progenies tends to infinity, the limiting
process of the LRT process is an Ornstein-Uhlenbeck Chi-Square process (the
number of degrees of freedom corresponds to the number of sires) under the
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null hypothesis of the absence of QTL on the interval [0,U ]. So, in order
to take decision about the presence of a QTL on [0,U ], the critical value
for the supremum of an Ornstein-Uhlenbeck Chi-Square process has to be
calculated.

4.2. Critical value calculation for the Ornstein-Uhlenbeck Chi-Square process

Let call OU an Ornstein-Uhlenbeck process and OUCS(d) an Ornstein-
Uhlenbeck Chi-Square process with d degrees of freedom. We propose here
different ways to calculate the critical value of the supremum of an OUCS(d).

Since an OU is an AR(1) process, an OUCS(d) is the sum of d independent
AR(1) processes. As a consequence, the critical value can easily be obtained
using a Monte-Carlo method.

On the other hand, an upper bound can be obtained using the MCQMC
lower bound introduced in Section 2.

Finally, we propose a formula in order to calculate the critical value theoret-
ically.

Let ~W (t) =




W1(t)
...

Wd(t)


 a brownian motion in dimension d and ~X(t) =




X1(t)
...

Xd(t)


 the process such as ∀t ∀i, Xi(t) = Wi(e

2t)
et . We can remark that

Cov(Xi(t), Xi(t
′)) = e−|t−t′| and that reciproquely Wi(t) =

√
tXi(

log(t)
2

).
Besides :

∥∥∥ ~X(t)
∥∥∥

2

= e−2t
∥∥∥ ~W (e2t)

∥∥∥
2

We can remark that Cov(Xi(2t), Xi(2t
′)) = e−2|t−t′| which corresponds to the

covariance of an OU. So, we impose Vi(t) = Xi(2t). Let T ∈ R
+⋆, it comes :

sup
t∈[0,

log(T )
4

]

S(t) = sup
t∈[0,

log(T )
4

]

∥∥∥~V (t)
∥∥∥

2

= sup
t∈[0,

log(T )
2

]

∥∥∥ ~X(t)
∥∥∥

2

= sup
t∈[1, T ]




∥∥∥ ~W (t)
∥∥∥

√
t




2

(8)
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Note that here L and U of formula (1) are respectively equal to 0 and
log(T )/4. This is convenient to deal with this case in order to relate with
Delong (1981)’s work. Indeed, in Delong (1981), there are some important
results about :

P


 sup

t∈[1, T ]

∥∥∥ ~W (t)
∥∥∥

√
t

< c




In order to calculate this quantity, Delong uses very difficult methods. His
results are presented in some exact tables. As a consequence, using formula
(8), it is easy to calculate exact critical values for the supremum of the process
S(.).

In his article, Delong also gives an approximative formula (cf. page 2205 of
the article) suitable for c and T large :

P


 sup

t∈[1, T ]

∥∥∥ ~W (t)
∥∥∥

√
t

< c


 =

(c2/2)d/2 e−c2/2

Γ(d/2)

[
log(T )(1 − d

c2
) +

2

c2
+ O(

1

c4
)

]

(9)

According to formulas (8) and (9), we can deduce an approximative formula
for the process S(.) suitable for c and T large :

P


 sup

t∈[0,
log(T )

4
]

S(t) < c


 =

(c/2)d/2 e−c/2

Γ(d/2)

[
log(T )(1 − d

c
) +

2

c
+ O(

1

c2
)

]

(10)

With the help of a Newton’s method, it becomes easy to obtain the critical
value c corresponding to a test at the α level, that is to say a test such as

P

(
sup

t∈[0,
log(T )

4
]
S(t) > c

)
= α.

A numerical study is presented in Tables 4, 5, 6, and 7. Critical values for
the process S(.) are calculated according to the different methods :

• DE refers to Delong Exact table (based on formula (8))

• DF refers to Delong Approximative Formula (based on formula (10))
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• MC refers to the Monte-Carlo method using AR(1) processes

• MCQMC refers to the MCQMC lower bound

Note that Davies bound has not been considered since it is only suitable
when the processes Vi(.) have a derivative with a finite number of jumps,
which is not the case here.

The processes S(.) studied in Tables 4 to 7 are respectively the OUCS(4),
the OUCS(5), the OUCS(6) and the OUCS(7). Note that since the exact
tables of Delong are available only for d ≤ 4, DE has only been computed
in Table 4. The MCQMC bounds were computed using the discretization
stepsize h = log(T )/256 (so m = 64).

4.3. Discussion

in progress
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α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

XX
(T, log(T )

4
)

Method
DE DF MC MCQMC DE DF MC MCQMC DE DF MC MCQMC

(20, 0.75) 14.21 14.09 14.21 13.28 16.16 16.10 16.08 15.16 20.43 20.58 20.16 19.27
(30, 0.85) 14.52 14.44 14.52 13.49 16.48 16.43 16.56 15.41 20.70 20.89 20.34 19.46
(40, 0.92) 14.67 14.66 14.67 13.65 16.65 16.65 16.65 15.58 20.88 21.10 20.70 19.63
(50, 0.98) 14.82 14.83 14.75 13.76 16.81 16.81 16.65 15.64 20.98 21.23 20.88 19.75
(60, 1.02) 14.90 14.95 14.82 13.86 16.89 16.93 16.65 15.71 21.07 21.34 21.25 19.84
(70, 1.06) 15.05 15.05 15.98 13.91 16.97 17.02 16.81 15.79 21.16 21.44 20.79 19.91
(80, 1.10) 15.13 15.14 15.13 13.97 17.06 17.11 17.06 15.85 21.25 21.51 21.44 19.98
(100, 1.15) 15.21 15.28 15.13 14.05 17.14 17.23 17.22 15.94 21.34 21.64 21.07 20.05

Table 4: Critical values for the OUCS(4) as a function of the level α of the test and the interval considered. The critical

values c correspond to P

(
sup

t∈[0,
log(T )

4 ]
S(t) > c

)
= α where the process S(.) is an OUCS(4). These values are calculated

by different methods : DE (Delong Exact table), DF (Delong Approximate Formula), MC (Monte-Carlo method using AR(1)
processes), MCQMC. For the simulation of the four Autoregressive processes, 10000 paths have been generated with a step of
10−5.
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α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

XX
(T, log(T )

4
)

Method
DF MC MCQMC DF MC MCQMC DF MC MCQMC

(20, 0.75) 16.02 16.00 15.13 18.13 18.06 17.13 22.78 22.75 21.44
(30, 0.85) 16.39 16.48 15.37 18.48 18.58 17.38 23.11 23.23 21.65
(40, 0.92) 16.63 16.65 15.55 18.71 18.84 17.50 23.31 23.14 21.74
(50, 0.98) 16.80 16.81 15.62 18.86 18.92 17.66 23.46 23.14 21.89
(60, 1.02) 16.93 16.89 15.67 18.99 19.01 17.69 23.58 23.33 21.95
(70, 1.06) 17.04 17.06 15.81 19.09 19.10 17.75 23.67 23.52 22.00
(80, 1.10) 17.13 16.97 15.85 19.18 19.10 17.85 23.75 23.62 22.07
(100, 1.15) 17.27 17.22 15.95 19.32 19.18 17.94 23.87 23.62 22.16

Table 5: Critical values for the OUCS(5) as a function of the level α of the test and the interval considered. The critical

values c correspond to P

(
sup

t∈[0,
log(T )

4 ]
S(t) > c

)
= α where the process S(.) is an OUCS(5). These values are calculated

by different methods : DE (Delong Exact table), DF (Delong Approximate Formula), AR (Monte-Carlo method using AR(1)
processes), MCQMC. For the simulation of the five Autoregressive processes, 10000 paths have been generated with a step of
10−5.
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α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

XX
(T, log(T )

4
)

Method
DF MC MCQMC DF MC MCQMC DF MC MCQMC

(20, 0.75) 17.86 17.81 16.90 20.05 19.89 18.99 24.86 24.40 23.44
(30, 0.85) 18.24 18.23 17.17 20.41 20.34 19.22 25.20 25.00 23.65
(40, 0.92) 18.49 18.20 17.29 20.65 20.52 19.36 25.41 24.90 23.85
(50, 0.98) 18.67 18.66 17.41 20.81 20.79 19.50 25.56 25.10 23.92
(60, 1.02) 18.81 18.66 17.52 20.94 20.70 19.61 25.68 25.10 23.99
(70, 1.06) 18.92 18.92 17.60 21.05 20.98 19.64 25.78 25.20 24.06
(80, 1.10) 19.02 18.84 17.69 21.13 21.07 19.77 25.86 25.20 24.12
(100, 1.15) 19.17 19.18 17.76 21.28 21.44 19.80 25.99 25.91 24.20

Table 6: Critical values for the OUCS(6) as a function of the level α of the test and the interval considered. The critical

values c correspond to P

(
sup

t∈[0,
log(T )

4 ]
S(t) > c

)
= α where the process S(.) is an OUCS(6). These values are calculated

by different methods : DE (Delong Exact table), DF (Delong Approximate Formula), MC (Monte-Carlo method using AR(1)
processes), MCQMC. For the simulation of the six Autoregressive processes, 10000 paths have been generated with a step of
10−5.
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α 10% 5% 1%
X

X
X

X
X

X
X

X
X

X
X

XX
(T, log(T )

4
)

Method
DF MC MCQMC DF MC MCQMC DF MC MCQMC

(20, 0.75) 19.62 19.71 18.61 21.88 21.81 20.75 26.85 26.73 25.34
(30, 0.85) 20.03 19.80 18.87 22.27 22.09 21.03 27.20 26.52 25.53
(40, 0.92) 20.28 19.80 19.03 22.51 22.28 21.19 27.42 27.03 25.70
(50, 0.98) 20.47 20.52 19.13 22.68 22.56 21.28 27.57 27.25 25.80
(60, 1.02) 20.61 20.52 19.26 22.81 22.66 21.37 27.70 27.46 25.87
(70, 1.06) 20.72 20.52 19.35 22.92 22.66 21.40 27.79 27.20 25.95
(80, 1.10) 20.82 20.70 19.40 23.01 23.04 21.51 27.88 27.88 25.99
(100, 1.15) 20.98 20.79 19.47 23.16 23.04 21.61 28.02 27.67 26.08

Table 7: Critical values for the OUCS(7) as a function of the level α of the test and the interval considered. The critical

values c correspond to P

(
sup

t∈[0,
log(T )

4 ]
S(t) > c

)
= α where the process S(.) is an OUCS(7). These values are calculated

by different methods : DE (Delong Exact table), DF (Delong Approximate Formula), MC (Monte-Carlo method using AR(1)
processes), MCQMC. For the simulation of the seven Autoregressive processes, 10000 paths have been generated with a step
of 10−5.
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Con
lusion et perspe
tivesDans 
e travail, nous nous sommes atta
hés à étudier les théories statistiques sous-ja
entes qui sont utilisées en déte
tion de QTL. On a tout d'abord étudié une te
hniqued'amélioration de proto
ole : le sele
tive genotyping. Ce dispositif 
onsiste à ne génotyperque les individus extrêmes. Puis, dans un deuxième temps, on a étudié le génome s
anoù l'on re
her
he des QTL en balayant le génome.La puissan
e asymptotique de 
es deux appro
hes a été 
al
ulée analytiquement et la
onvergen
e vers l'asymptotique testée numériquement. On montre que le régime asymp-totique peut être obtenu ave
 des tailles de populations raisonnables.La théorie développée dans le 
adre du génome s
an est valable pour des phénotypes nonnormaux, tandis que le sele
tive genotyping est sensible à la normalité.L'orginalité de notre appro
he 
on
ernant le sele
tive genotyping réside dans le modèlelui-même. On 
onsidère en e�et deux seuils �xes S− et S+. Un individu est génotypé uni-quement si la valeur du 
ara
tère quantitatif Y n'appartient pas à l'intervalle [S−, S+].En 
hoisissant S+ et S− de telle sorte que PH0(Y /∈ [S−, S+]) = γ, par la loi des grandsnombres, le pour
entage d'individus génotypés tend asymptotiquement vers γ, que l'on setrouve sous l'hypothèse nulle ou sous l'alternative lo
ale. Ainsi 
ette modélisation est ena

ord ave
 la dé�nition usuelle du sele
tive genotyping : le sele
tive genotyping 
onsisteà génotyper uniquement les γ% de la population présentant des phénotypes extrêmes.Darvasi and Soller (1992) 
onsidèrent des seuils qui varient ave
 l'e�et du QTL : la théoriequ'ils emploient n'est pas 
ohérente ave
 
ette hypothèse. Quant à nous, nous ne nouslimitons pas à une population ba
k
ross et nous ne supposons pas de symétrie quant augénotypage (S− et S+ sont quel
onques), 
e qui nous permet notamment de nous inté-resser à la question de l'optimisation du génotypage.Lorsque l'on 
onsidère un modèle statistique à trois paramètres (µ, q, σ) ou deux para-mètres (µ, q) (µ est l'espéran
e des phénotype en l'absen
e de QTL, q l'e�et du QTL,et σ2 est la varian
e intra génotype au QTL), alors on montre qu'il n'y a au
un gain depuissan
e à 
onsidérer les phénotypes non extrêmes dans l'analyse statistique quelle quesoit la proportion p des deux allèles au QTL dans la population.Cependant, lorsque l'on 
onsidère un modèle à un paramètre (q), il n'y a pas de 
ontri-bution des phénotypes non extrêmes uniquement pour p = 1/2, 
as d'une population141



142 Con
lusion et perspe
tivesba
k
ross. On présente plusieurs tests pour le sele
tive genotyping, notamment un testtrès simple à mettre en oeuvre 
ar il est basé sur une simple 
omparaison de moyenne. Sion souhaite génotyper uniquement un pour
entage donné de la population, on montre quel'on doit génotyper le même pour
entage d'individus aux deux extrêmes de la population.On obtient les mêmes 
on
lusions, quant à la 
ontribution des phénotypes non extrêmeset la stratégie de génotypage, pour un sele
tive genotyping en présen
e de deux 
ara
tères
orrélés. Seule di�éren
e, si l'e�et du QTL sur le premier 
ara
tère est 
onnu, il n'est pasné
essaire de génotyper de manière symétrique.En 
e qui 
on
erne les résultats sur le génome s
an, ils ont été obtenus pour n'importequelle 
arte génétique et pour des populations stru
turées en familles de pères. On a
onsidéré le pro
essus de tests de rapport de vraisemblan
e (LRT) en référen
e au testd'absen
e de QTL sur un intervalle [0, T ] représentant un 
hromosome. On donne la dis-tribution asymptotique du pro
essus de LRT sous l'hypothèse nulle d'absen
e de QTLsur [0, T ], et sous l'alternative qu'il existe un QTL à une position t⋆ appartenant à [0, T ].Grâ
e à 
es résultats théoriques, on propose de nouvelles méthodes permettant de 
al
ulerles seuils et puissan
es pour la déte
tion de QTL, en utilisant le supremum du pro
essus.Ces méthodes sont rapides et fa
iles à implémenter. On montre qu'il est souhaitable d'in-
lure si possible dans l'analyse statistique seulement les familles ave
 les plus gros e�etsQTL. Par la 
omparaison d'une pro
édure tests multiples et d'un test global, on montreégalement qu'il est preférable d'analyser les familles simultanément. Dans le 
adre d'unefamille, on prouve qu'il s'avère inutile d'e�e
tuer des tests sur l'ensemble du 
hromosome,mais que l'on doit au 
ontraire 
onsidérer uniquement quelques positions bien pré
ises.En�n, on propose des résultats asymptotiques pour des populations stru
turées en famillesde pères ave
 
ha
une leurs propres marqueurs informatifs. Ces pro
essus pourraient ap-pro
her des populations outbred.Nous obtenons également la distribution asymptotique du pro
essus de LRT sous l'alter-native générale qu'il existe m QTL sur [0, T ]. L'étude de 
ette alternative nous permettradans un travail en 
ours de proposer une nouvelle appro
he non pas basée sur le supre-mum du pro
essus de LRT 
omme habituellement mais sur l'ensemble du pro
essus. Onpourra ainsi estimer le nombre de QTL, leurs positions et leur e�ets, en utilisant des te
h-niques de vraisemblan
e pénalisée ou en re
her
hant les zéros d'un ve
teur Gaussien. Ons'intéressera par la même o

asion à la déte
tion de QTL en intera
tion a�n de rela
herl'hypothèse d'additivité quant aux e�ets des QTL.Ce travail est sus
eptible de nombreux prolongements. Dans le 
adre du génome s
an,nous nous sommes restreints à une étude de liaison pour des populations stru
turées enfamilles de pères. On pourrait imaginer e�e
tuer une étude d'asso
iation en abandonnantla stru
ture de famille. Les diverses modélisations du déséquilibre de liaison présentes
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lusion et perspe
tives 143dans la littérature pourraient servir à 
al
uler les 
ovarian
es du pro
essus de déte
tion.Il est à noter que les résultats sur le sele
tive genotyping peuvent être employés dansd'autres domaines où l'analyse de données est 
ru
iale mais 
ontrainte par des impératifsé
onomiques (aéronautique par exemple).
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TITLE :Statisti
al te
hniques for the dete
tion of genes with quantitative e�e
ts on traitsABSTRACT :This works aims at studying and proposing statisti
al te
hniques dedi
ated to the dete
-tion and the lo
alization of lo
i responsible for the variation of a quantitative 
hara
ter(Quantitative Trait Lo
i : QTL). A �rst part is devoted to sele
tive genotyping (a pro
essallowing to redu
e genotyping 
osts) and the se
ond part to the genome s
an (a te
hniqueallowing to dete
t QTL when s
anning the genome). In the �rst part, using 
ontiguity ar-guments and e�
ien
y 
al
ulations, it is proved that there is no power bene�t to 
onsidernon extreme phenotypes in the statisti
al analysis not only in the frame of a ba
k
ross,but also in a more general 
ontext. When only a given per
entage of the populationhas to be genotyped, it is shown that the method is optimal when genotyping the sameper
entage of individuals at the two extrema of the population. The same 
on
lusionshold for a sele
tive genotyping with two 
orrelated 
hara
ters. As far as genome s
an is
on
erned, using Le Cam's lemmas, asymptoti
 results are given on the distribution ofthe dete
ting pro
ess under the null hypothesis of absen
e of QTL on the 
hromosome,under the alternative that there is only one QTL and under the general alternative whereseveral QTL are present on the 
hromosome. These results have been established for po-pulations stru
tured in families of sires. Methods suited to the geneti
 map are proposedin order to 
al
ulate thresholds for the supremum of the pro
ess, required for de
isionaids. Finally it is shown that testing the whole 
hromosome is not relevant, only somevery pre
ise positions need to be tested.
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